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1 Photon vs Maxwell-Feld im Vakuum

—

Elektromagnetische Felder E(7,t), B(,t)

8t§+rot E =

E ebene Welle:

[=1)

divB = 0

E( -’a t) = E, (T_", t)éz + Ey(FJ t)éz
E, (71 E,, - cos(kz — wt + ay)
5, (7Ft) = By, - cos(kz — wt + ay)
k| = TW = Wellenzahl
A = Wellenlange
1
c=A-v = Lichtgeschwindigkeit =
g g —
v = Frequenz
w=2r-v = Kreisfrequenz
w
M =2
1.1 Komplexe Notation
E:c,O = Ez,O . eiam
§yo = Eyo-e
E:c (F7 t) = R <£w,0 ) ei(szwt))
Ey(F,t) = R(&o-e' k=D
1.2 Polarisationszustand
&y0 0 = Lichtwelle ist in é,-Richtung polarisiert
&0 = 0 = Lichtwelle ist in é,-Richtung polarisiert
&z = &yo = Lichtwelle ist in %—Rich‘cung polarisiert
&yo = fr,oe’% = Lichtwelle ist rechtszirkular polarisiert
&0 = &oe ‘2 = Lichtwelle ist linkszirkular polarisiert
Bemerkung: etz =+



1.3 Energiedichte des elektromagnetischen Feldes

— _ 6_0 = = 2 D/ = D/ =
ety = T [(Bwe,E7 )+ (B0, B(1)
OB(7,t) + ot E(F,t) = 0
= B(7t) = %Az x E(F,t)(ebene Welle)
e(7t) = «(B@E0,EGD)

€ [€z,0] cos2(kz —wt+ ag)

1.4 Gesamte Energie im Volumen V mit Vi

V1

(|Eaco|2 + |£y,0 2)

Evz/d3re(77,t) = € —
V 2
V] |~
|6

2
€0 ‘

Also ist 2 |€|> die mit der betrachteten Lichtwelle pro Volumen V einherge-
hende Energie.

Max Planck (1901) Energie fiir ein Photon
Albert Einstein (1905) E = hv = hw

= Fiir eine Anzahl N Photonen im Volumen V ist die Energie:
En=N-h-v=N-hw

Fiir ein Photon: ¢ - [&]? - v = hw

Frage:
Was geschieht mit einer 45° polarisierten Lichtwelle, die einen Pola-
risationsfilter durchlauft?

vorher: &0 =¢&0=%&0
nachher: &,0 = —5&1,0
= Energie der Lichtwelle ist nach dem Durchgang durch den Filter halbiert

~

In der Sprache von Planck bedeutet dies: Nur die Hilfte = % der Photonen
aus dem urspriinglichen Lichtstrahl mit N Photonen wird durchgelassen.

Aber:
Photonen sind identische Teilchen, alle Photonen sind im Polarisa-
tionsfilter identischen Bedingungen ausgesetzt.



1.5 Neuer Gedanke und Ausweg:
Wahrscheinlichkeitsinterpretation

(Gilt fiir das betrachtete Experiment)
Jedes Photon hat Wahrscheinlichkeit 1/2 durchgelassen zu werden.

Allgemein:
Ik . Bruchteil der durch einen é,-Filter
|€a.0/*+|€=0l* T durchgehenden Energie

N Durchla3wahrscheinlichkeit fiir linear
~ polarisierte Lichtwelle

1.6 Abstrakter komplexer Zustandsvektor fiir ezn Photon

(),

= [T ? + [y =1

¥,
lIly

) fo %o

v,
lI"ZU

V_ . €.
o 3 w0

Zustandsvektor |¥) ist unabhéngig vom betrachteten Volumen V.

Fir 45°-Polarisation:

1 ez’am
== ( e )
1.7 Andere spezielle Zustandsvektoren
1 A .
lz)y = ( 0 ) = é,-Polarisation
0 A 4 N
ly) = 1 = é,-Polarisation
1 1 - . -
Ry = VAR = rechtszirkulare Polarisation
1 1 T o
|Ly = VAR = linkzirkulare Polarisation

|¥) = (93, %)

» Bra”

Skalarprodukt:

Zeilenvektor aus komplex konjugierten Elementen

(@[¥) = 2, V,

orW,
(¥]2)



Normierung: (¥|¥) =1

Es gilt fiir die betrachteten Zustandsvektoren

(z|2)
(zly)

(R|R)
(RIL)

(

() + ()

1

NG

) + (&) o

Basissysteme: {|z), |y)} bzw. {|L), |R)}

1.8 Superpositionsprinzip

Koeffizientenvergleich = ¥y,

1

|‘I')—\/§

(@, + wy)%

Nach dem Gesagten ist:

(

@)

Vg

=)

|L)(
|z) (| + |y} (yl
|L) (L] + |R) (R|

=1 = {yly
= 0 = (ylz)
= 1 = (RIR)
= 0 = (L|R)
T, |z) + Ty |y)
U |L) + Yr|R)
T, +i0,
o
v, —il,

V2

1 /1 B
5(1) -

|z) (=] [T) + |y) (y| [ ¥)
L||®) + |R) (B[ |®)

Jeder Polaristationszustand |®) der betrachteten Lichtwelle ist koherénte Uber-
lagerung von Basiszustanden etwa {|z), [v)}, {|L), |R)}



2 Polarisationszustand eines Photons

((Ket” m — Wz “Bra’) ‘I — W*,W*)
v, 22y
V e
14 €0
v, = ) &y
E"ac,y(F, t) = Egiy - coslkz — wt + ag,y)

- ® [gw . ei(kz—wt)]

|Taf? + [T =(2]T) = 1
Skalarprodukt: (®|¥) .0, + ¢, ¥,
Superpositionsprinzip: |¥) = ¥, |z) + T, |y)

i (1)
0= ()

= Ur|L)+ Vg|R)

1 /1
Ry=— | °
) ﬁ()
1 1
Ly= — .
1) ﬁ(—)
E(Ft) = E,-é,+E, ¢,
€, +ié é ié
PR V2

2.1 Wahrscheinlichkeit fiir Durchlafl durch é,-Polarisationsfilter

2 2
v
l&“' 5= Lw' 5 = T, |* = (2] )
&+ 1617 T + [T,

Also:

(z|T) ist Amplitude der in é,-Richtung polarisierten Komponente
von |¥). Das Betragsquadrat |(z|®)|” ist entsprechende Durchla$-
wahrscheinlichkeit.



Allgemein:

Fiir einen optischen Polarisationsfilter, der nur Licht im Zustand |®)
durchlaft, ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dal Licht im Polarisa-
tionszustand |¥) durch den Filter geht zu ||®) ¥|* € [0,1] gegeben.
Die entsprechende kompleze Wahrscheinlichkeitsamplitude ist (®|®)

3 Basistransformation und Spin eines Photons

é, = cosOé, +sinO¢,
&, = —sinOé; + cosOé,
é; = cosO&, —sinO¢
&, = sin©&], 4 cosO&,
Bzgl. der rotierten Basis {é,¢é,} folgt:
) = T la) + Tly') | [2) = cosOlz) + sinOly)
= Tylz)y + Tyuly) = —sin®|z) + cosO|y)

, Dy cos® sin® L2
= (9,//%, )= ( —sin® cos® ) ( v, >

Komponenten ¥ und ¥; von |¥') in der rotierten Basis: [z') und [y’)
Umgekehrt 188t sich def Standpunkt vertreten, da§ dem Zustand |¥) ein neuer
Zustand |¥') zugeordnet wird:

[¥') = R(0) |T)

cos® sin® )

Nach dem Gesagten: R(©) = ( —sin® cos®

= ¢0s®-1+isin®- 9

1= ( (1) (1) ) S = ( 0 _Ol ) bezogen auf die Basis {|z), |y)}

3.1 Eigenschaft von S

oo o [0 —i 0 —i\_(10)\
gess=(7 30T )=(0 1)t



3.2 Eigenwerte des Spin-Operators S fiir ein Photon

S-1x) = Alx) AER

Ix) = %lChi) =5 )= S(S1x))
= SAIx) = AS ) =2 [x)
=X =1 also: A € {—1,1}
N 0 —i 1 1 1 1
(a0
a 0 —i 1 1 1 -1
s = (3 0) 7 (5) =55
1 1
-l h)--m
Also: S|IR) = |R) } Eigenwerte von S sind +1 bzw. -1 zum
S|L) = —|L) Eigenzustand |R) bzw. |L)
8 = |R)(R|-|L)(L]
S|r) = (|R)(R|-I|L)(L])|R)
= |R)(R|R)—|L) (L|R) = |R)
=1 =0
S|L) = (IR)(R|—|L)(L|)|L)
= |R)(R|L) —|L) (L|L) = —|L)
=0 =1
Allgemein:
@ =

o=(%)

v,
‘Il?/

3.3 Eigenzustinde des Rotationsoperators R(0)

R(O) =cosO-1+isin®-5

Ao |X)A )

(cos®1 +isin® - S |R)

(cos © +isin®) |R) = ¢'® |R)
(cos©1 +isin® - S|L)
(cos © —isin @) |L) = e®® |L)



Also ist rechts- bzw. linkspolarisierter Zustand, |R) bzw. |L). Eigenzustand des
Rotationsoperators R(©) zum Eigenwert €® bzw. e © Nach dem Gesagten:

Re™® - |R) (R| + e~ - |L) (L]

4 Drehimpuls einer Lichtwelle

4.1 Impulsdichte

GRS iﬁ(m) x B(F,t) 012 c%:eouo
e E(7,t) x rot A(F,t)
Bo(Ft) = [rot A(F 1)) = [V X A7 1)]a
0 - .
= eaﬁ'r@ +(7,1)
E, = —%A‘W(ﬁ t) fiir (ebene) Welle im Vakuum

Drehimpuls eines Lichtwellenpakets im Volumen V'

- . Int. - -
= / Erix (e, 1) PRI / dr [B(71) x A7 1)] —eo / BrE (7, 8) (7 x V)ads(
\% @ N

Tt

)

o(sgall)
“Ebene” Welle, die sich entlang de é.-Richtung ausbreitet:
— 1 0 .
A (Ft) = —E;-sin(kz — wt + ay)
w

1
Ay (Ft) = —ZES -sin(kz — wt + ay)

Dies gilt mit Ausnahme der Randzone des Wellenpakets, wo Eg’y klein werden.

0

=L, = —60/d3T[Ez(F,t)Ay(th)_Ey(m)Aw(F’t)]
14
. dPrE., (7, t) == A, (7, 1)
0 /V TN a9

/

o(small), da & A.im Innern des Volumens V' verschwindet!

Im Vergleich zum Beitrag des ersten Terms ist Beitrag des zweiten Terms fiir
V'3 > X verschwindend klein!

L, = %[, d&rEJE). [-cos(kz —wt+ ay)-sin(kz — wt + a,)
+ cos(kz — wt + o) - sin(kz — wt + ay)]

= sin[(kz—wittay)—(kz—wt+as)] = sin(ay—az)



€ :
L, = EOV - EY - E) - sin(ay, — o)

[ez’ay e—iozm _ e—iayeiaz]

1
= G—OV-E‘;-ES-—
w

_ 2
g:l:,y = Eac,yezam’y
V * *
=L, = Tig (fzgy - Swé.y)
_ Voeo ( fz_zfy _ §z+Z£y )
2w V2 V2
- ‘mz—i\py 2_‘%“\1@, 2
V2 V2
= (KR - (LI
L. = h(¥[(R)(R[-|L)(L)[¥)  |(RI¥)[* = (¥|R)(R|¥)
4.2 Drehimpulsoperator
IL.=h-8

4.3 Messung des magnetischen Dipolmomentes i

Wechselwirkungsenergie: E = —fi - B

Kraft: F = -V (ﬁ- E) Bl e,
_, _, 0B 0B, 0B
F = u,-B Annahme: 6; > 83:27 ayz
., OB
=F = F,-¢, mitF,=p, —=
0z

Abbildung 1: Versuchanordnung Stern-Gerlach-Experiment

Der Spin s, des Elektrons ist quantisiert und kann nur zwei Werte anneh-
men: s, = ig

Baue Filter:

Abbildung 2: Spinfilter

Analogie zu polarisiertem Licht:

10



e Nach y-Filter: E0 = Eyé, = E° |y)

Nun ist
&y, = (e'+é')—1
v TY/2
1,1,
= —=le)+ =
ly) ﬁl) ﬁIy)

EO
ﬁ(lw) +v)

= Eo =
e Nach dem x-Filter: Fy = % |z)

4.4 Stern-Gerlach-Versuch

2,9) = %(lz,THIz,i))
0,4) = —%uzn)ﬂz,m
N =l + )

Abbildung 3: Koordinatensystem

Identifiziere
lz) = |z1)
ly) = |z
lz') = |z,1)
ly') = [z

Analyse des 3fachen Stern-Gerlach-Experiments:

e nach dem 1. Filter: |z,1) = %(M,T) —|z,4))

e nach dem SG z,1-Filter: \/LE |z, 1) = 2(|z,1) + 12, 4))

11



Wie beschreibt man die y-Komponente?

H(i) = m -

1
H(L) = m s wy
= Fiir die Beschreibung des Spins des Elektrons brauchen wir einen zweidimen-
sionalen, komplexen Vektorraum.

4.5 Dichtematrix

2.1 = Zs e+ =)
Die Wahrscheinlichkeit, daf} das |z, 1) im Zustand |z, 1) angetroffen wird ist
2
= (e, tle, D) ‘J-zﬂzﬂ Z5tind) =3

=0
Analog hat |z,]) die Wahrscheinlichkeit

W, = [(z, Hz, )" = 5
Frage:

Was ist der Unterschied zu einem Teilchenstrahl, der zu 50% aus
|z,1)-Teilchen und zu 50% aus |z, |)-Teilchen besteht?

Abbildung 4: Filteranordnungen
Die Strahlen sind unterscheidbar!
Die Wahrscheinlichkeit, dafl Licht durch einen |®)-Filter hindurchkommt ist
W = (B[ = (B]%)" (B]) = (¥|®) (3]¥)
Definiere Filteroperator Fg = |®) (®| (charakterisiert Filter)
W = (¥| Fg |Psi)
Definiere Dichtematriz p = |¥) (¥| (charakterisiert Strahl)

Behauptung: W = Sp {p- Fo}
Spur Sp {A} =3 (n|A|n) (= (z| Alz) + {y| A|y) in 2 Dimensionen)

Sp{p-Fa} = D (nT)(T|®)(PIn)

Z (T|®) (®| n) (n |T) Z [n) {n| =1 (Vollstandigkeitsrelation)
n H/_/

= (T

= (T

) (3 1|T)
1) (B|T) =

12



Beispiel:
Wir schicken z-polarisiertes Licht durch einen 45°-Filter

(1) w5 (1)

Ro=i) | = (1)
1
1

o=
N———

1 1 1
pre=3 (0 0)=(

1
W=5p{p Fa} =3

Strahl bestehe aus einem Gemisch zu einem Anteil p; aus |¥;)-Teilchen und zu
einem Anteil ps aus |¥,)-Teilchen.

W = pi-[@|T1)]* +p2- |[(BT:)]°

p1 - (1| Fo [¥1) + p2 - (U2 Fo |P2)
p p1 [T1) (U1 | + p1 [¥1) (T4

W = Sp{p Fo}

Il

Beispiel: 40% xz-polarisierter Lichtstrahl, 60% y-polarisierter Lichtstrahl

1L W,=1 W, = [45°|y
W=04-W,+0,6-W, =

1
2

vl |

1
Sp{p-Fa} =

13



4.5.1 Allgemeine Definition der Dichtematrix
p=Y T (¥ D =1

Eigenschaften der Dichtematriz

1. Sp {p} =1

2. Wenn ein reiner Zustand vorliegt, dann ist Sp {p?} = 1 und p? = p.
Wenn ein gemischter Zustand vorliegt, dann ist Sp {p?} < 1 und p? # p.

reiner Zustand:

Spp =
Sp p

1

Zzpi (n|¥;) (¥iln)
Zpi D (Tiln) (n]Ts)

= Zpi (W;]®;) = Zpi =1

gemischter Zustand:
PPo= D pips i) (W] W) (T
4,3
Sp{r’} = DD pip; (nlW:) (T|T;) (Ti|n)

n i,j

= > pip; (TilT;) (T;]T;)
i,J

= ) pip [(T]T5))

2]

Sp{p’} < D mpj=1
.7-7.

14
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