Kapitel 1

Grundlagen

1.1 ein wenig Logik

In der Mathematik und in den Naturwissenschaften argumentieren wir ganz dhnlich wie im Alltagsleben,
nur halten wir uns eisern an die ausgewihlten Argumentationsregeln. Besonders wichtig ist die Benutzung
der Worte “nicht”, “und”, “oder”, “impliziert”, “dann und nur dann”, deren Gebrauch wir jetzt erldutern.
Dazu benutzen wir als Beispiele die beiden Aussagen “Die Sonne scheint auf den Stein” (Aussage A) sowie
“Der Stein wird warm” (Aussage B).

Nicht:
Die Verneinung “Die Sonne scheint nicht auf den Stein”, kurz: “nicht A”, in Zeichen: = A, ist wahr, wenn
die Aussage “Die Sonne scheint auf den Stein” falsch ist und “nicht A” ist falsch, wenn A wahr ist.

Schreiben wir W fiir wahr und F fiir falsch, so ergibt sich folgende Tabelle:

A|-4
W] F
FWw

Sie besagt: Ist A wahr, so ist —A falsch, Ist A falsch, so ist =A wahr.

Und:

Die Aussage:“Die Sonne scheint auf den Stein und der Stein wird warm”, ist wahr, falls sowohl “Die
Sonne scheint auf den Stein” als auch “Der Stein wird warm” beide wahr sind. In allen anderen Fallen
(welche sind das?) ist die durch “und” verbundene komplexe Aussage falsch. Wir schreiben A A B fiir “A
und B” und erhalten die folgende Tabelle:

| AAB

| S | S|
| | | S| >

Oder:
Es hat sich fiir den Gebrauch des Wortes “oder” in der Mathematik und Informatik - abweichend vom



Umgangsdeutsch - die lateinische und angelsichsische Bedeutung durchgesetzt:

“Die Sonne scheint auf den Stein oder der Stein wird warm” ist falsch, wenn weder die Sonne auf den
Stein scheint noch der Stein warm wird. Sie ist wahr, wenn entweder die Sonne auf den Stein scheint oder
der Stein warm wird oder beides passiert.

Wir schreiben A V B fiir “A oder B” und erhalten die Tabelle:

| AVB

| | S = e
S| =le 1=l Kes
= = = =)<

Versuchen wir nun einmal das deutsche “oder”, also das “entweder - oder” auszudriicken: es ist “Entweder
A oder B” und ist nichts anderes als (AV B) A (=(A A B)).

Was bedeutet dabei “nichts anderes als”?

“Entweder A oder B” wird durch die folgende Tabelle charakterisiert

A | B | Entweder 4 oder B
W | W F
W | F W%
F | W \W%
F|F F

Wenn Sie nun aufgrund der bisher aufgestellten Regeln alle Fille von A und B bestimmen, bei denen
(AV B) A (-(A V B)) wahr bzw. falsch wird, so erhalten Sie dieselbe Tabelle. Vollziehen Sie dies im
einzelnen nach.

A|B|AVB|AAB | -(AAB) | (AVB)A(=(AVB))
VAR w w F F
W | F W F A% \W%
F W W F w \W%
F|F F F W F

Implikation:

Wir wollen den Gebrauch der Ausdriicke “Aus A folgt B”, bzw. “Wenn A, so auch B”, “A impliziert B”
festlegen. Im Alltag ist der Satz “Wenn die Sonne auf den Stein scheint, wird der Stein warm” klar.

In der Mathematik und in den Naturwissenschaften sagt man, daf dieser Satz falsch ist, wenn die Sonne
auf den Stein scheint, aber der Stein einfach kalt bleibt. In allen anderen Féllen sagt man, der Satz ist
wahr. Das ist etwas gewShnungsbediirftig. Wir schreiben A = B fiir “Aus A folgt B” bzw. “Wenn A, so
B” oder “A impliziert B” und fassen unsere Uberlegung in der folgenden Tabelle zusammen:

B

= ===




Aufgabe: Zeigen Sie, dal ” A = B” und ”(—A)V B” dieselben Wahrheitswerte in Abhiingigkeit von den
Wahrheitswerten von A und B annehmen, d.h. daf Sie fiir beide Aussagen die gleiche Tabelle erhalten.

” A = B” ist also nichts anderes als 7 (—A) V B”.

Aquivalenz:

Es gilt zwar nach unserer Erfahrung der Satz “Wenn die Sonne auf den Stein scheint, wird der Stein
warm”, aber der umgekehrte Schlufi “Wenn der Stein warm wird, scheint die Sonne auf ihn” gilt nicht.
Zum Beispiel wird der Stein auch warm, wenn wir nachts ein Feuerchen auf ihm machen.

Sei nun A die Aussage: Die natiirliche Zahl a ist durch 2 und 3 teilbar. B sei die Aussage: Die natiirliche
a ist durch 6 teilbar. Dann gilt offenbar A = B und B = A. Wir nennen die Aussagen A und B
dquivalent, wenn A = B und B = A gilt und schreiben dann A < B. Hierfiir sagen wir “A gilt genau
dann, wenn B gilt” oder umstindlicher: “A gilt dann und nur dann, wenn B gilt”.

Eine aus A und B durch mehrfache Anwendung von “—”, “A”, “V”, “=" “&” erhaltene Aussage C' =
C(A, B) heifit Tautologie,wenn C' immer wahr ist, egal ob A oder B wahr oder falsch sind. Ein beriihmtes
Beispiel ist: “Wenn der Hahn kriaht auf dem Mist, &ndert sich’s Wetter oder bleibt, wie es ist”.
Formalisiert handelt es sich um die Aussage A = (B V (—B)). Eine andere, seit Aristoteles gefeierte
Tautologie ist (A A (—A)) = B. Sie besagt: Aus falschen Voraussetzungen &8t sich alles folgern.

Nun kénnen wir prizisieren, was es bedeutet, dafl die Aussage C (A, B) nichts anderes ist als die Aussage
D(A, B), wo beide aus A, B,—,V,A,= aufgebaut sind. “C(A4, B) ist nichts anderes als D(A, B)” oder
“C(A, B) besagt dasselbe wie D(A,B)”, wenn C(A,B) < D(A, B) eine Tautologie ist. Wir schreiben
hierfiir C(A, B) = D(A4, B).

In diesem Sinn besagt zum Beispiel A = B dasselbe wie =B = —A, also (A = B) = (=B = —A). Das
ist das aus unzéhligen Kriminalromanen bekannte Prinzip des indirekten Beweises.

“Wenn der Stein nicht warm wird, scheint die Sonne nicht auf ihn.”

Aufgaben: 1. Arbeiten Sie den Text durch anhand der beiden Aussagen A: Es regnet, B: Die Strafie
wird naf}.

2. Wihlen Sie jetzt: A: a ist durch 6 teilbar, B: a ist durch 3 teilbar. (a ist eine natiirliche Zahl).

3. Zeigen Sie bitte (—=(-A4)) = A

4. Zeigen Sie bitte die sog. de Morgan’schen Regeln: ~(AAB) = (=A)V(-B), (-(AVB)) = (-A)A(-B).

Oft betrachten wir auch mehrere Aussagen A;, Ay, As, ---A,. Wir nennen sie dquivalent, wenn sie
paarweise dquivalent sind, d.h. wenn A; = A; fiir ¢, = 1---n gilt. Um die Aquivalenz zu zeigen, geniigt
es, Ay => Ay, Ay = A3, ---, A, 1=>A4,, A,= A nacheinander zu zeigen.

Beispiel: Sei a eine natiirliche Zahl. Die folgenden drei Aussagen sind dquivalent:
Aj;: Die Division von a durch 21 geht ohne Rest auf

Ay: Es gibt eine natiirliche Zahl b mit a = 21-b

Ajs: Sowohl die Division von a durch 3 als auch durch 7 geht ohne Rest auf.

1.2 Mengen

1.2.1 Einfithrung

Wir treiben hier keine Mengenlehre. Das ist ein anspruchsvoller Zweig der Grundlagen der Mathematik.
Wir benutzen statt dessen Mengen und den Umgang mit ihnen zur Erleichterung der Formulierung
mathematischer Sachverhalte, gewissermafien also als mathematische Kurzschrift.

Eine Menge M ist fiir uns eine Gesamtheit von Objekten x mit einer bestimmten Eigenschaft E. Zum
Beispiel bilden die deutschen Biirger eine Menge D. x € D besagt: z ist deutscher Biirger. Ist x ein Objekt



mit dieser Eigenschaft F, so sagen wir: z ist Element von M in Zeichen: x € M. Hat z die Eigenschaft
E nicht, so schreiben wir z ¢ M.
In der Analysis hiufig benutzte Mengen sind

e N: Menge der natiirlichen Zahlen 1,2,3,4,---

e Np: Menge der natiirlichen Zahlen zuztiglich 0

Z: Menge der ganzen Zahlen 0, +1,+2,---

Q@ Menge der rationalen Zahlen p/q mit p € Z,q € N

R: Menge der reellen Zahlen

C: Menge der komplexen Zahlen.

Aus Vereinfachungsgriinden fiihrt man auch die leere Menge ) Sie enthilt kein Element.

1.2.2 Mengen und Mengenrelationen

In Analogie zu unseren sprachlichen Ausdriicken “nicht”, “und”, “oder”, “impliziert”, “dquivalent”, mit
denen wir Aussagen verkniipfen, fiihren wir nun Mengenoperationen und -relationen ein.

Der Implikation entspricht die Teilmengenrelation

Seien M, N Mengen. M ist Teilmenge von N, in Zeichen: M C N, wenn fiir alle z gilt x € M = xz € N.
In unserer Tabelle ist jede Menge Teilmenge der auf ihr folgenden, also N C Ny C Z, usw. Die leere Menge
() ist Teilmenge jeder anderen Menge. Denn da x € @ stets falsch ist, gilt stets € ) = z € N. (vergl.
den Abschnitt iiber Tautologien)

Der Aquivalenz entspricht die Gleichheit von Mengen
M = N, wenn fiir alle z gilt: x € M & x € N.

Beispiel: Sei M = {z € N: z ist durch 6 teilbar} und N = {z € N: z ist durch 2 und 3 teilbar} Dann
ist M = N.

Dem “und” entspricht der Durchschnitt von Mengen
Der Durchschnitt M NN von M und N ist die Menge aller z mit (z € M) A (z € N).

Beispiel: Wir schreiben a | b, falls die natiirliche Zahl b durch die natiirliche Zahl a teilbar ist.
Sei M ={zeN:2|z}, N={z€eN:3|z}. Dannist MNN ={z € N:6|z}.

Dem “oder” entspricht die Vereinigung von Mengen
Die Vereinigung M U N von M und N ist die Menge M UN = {z: (z € M)V (z € N)}.

Beispiel: M ={zeN:2 |z}, N={zeN:-(2|2)} MUN =N

Der Negation entspricht das Komplement
Sei M C N. Dann ist das Komplement von M in N die Menge M = {z € N : © ¢ M}. Man schreibt
hierfiir auch N \ M

Aufgaben: Sei M C N

1. Zeigen Sie bitte (M°)¢ = M

2. Seien M7, My C N. Zeigen Sie bitte die de Morganschen Regeln (M7 N Ms)¢ = M U MS,
(M U My)e = M¢ N M.

Tip: Verwenden Sie die Aufgaben 3 und 4 3



Verallgemeinerungen

MlﬂMgﬂ-"ﬂMn = {.’L’((EEMl)/\(.Z'GMQ)/\/\(.’L'EMn)}
MiUMaU---UM, = {z:(zxeM)V---V(zxe M,)}.

1.2.3 Kartesisches Produkt und Abbildungen

Wir lesen von links nach rechts, also wissen wir, welches Zeichen vor welchem beim Lesen kommt. Wenn
wir Personenlisten anfertigen, ist es wichtig, ob wir den Vornamen vor dem Nachnamen eintragen oder
umgekehrt, weil sonst Irrtiimer entstehen.

(Manfred, Wolff) ist in diesem Sinn ein geordnetes Paar von Daten. Ohne die zusétzliche Information,
daf} der Vorname vor dem Nachnamen kommt, kénnten wir Datenpaare (Stephan, Paul) nicht eindeutig
deuten.

Aus der Schule kennen Sie die Ebene. Einen Punkt in ihr findet man nach Festlegung eines Achsenkreuzes
mit waagrechter und senkrechter Achse durch Angabe eines geordneten Zahlenpaares (z,y), wo x sich auf
die waagrechte, y auf die senkrechte Achse bezieht. Auch hier ist also die Reihenfolge der Zahlen wichtig.
Damit ist uns klar, was ein geordnetes Paar ist. Ebenso ist uns klar, was ein geordnetes Tripel (z,y,z)
bzw. ein geordnetes 10-Tupel (x1,--- ,210) oder allgemeiner ein geordnetes n—Tupel (x1,--- ,zy) ist.

Definition 1.1 (Kartesisches Produkt)
Sein € Nyn > 2 und seien My, Ms,--- , M, nichtleere Mengen. Dann heifst die Menge der geordneten
n-Tupel

My x My x---x My, = {(z1,-+ ,2p) : 21 € M1,20 € Ma,--- ,x, € My}

das kartesische Produkt der Mengen My, Ms,--- , M,.

Bemerkung 1.2 Statt My x --- X M, schreibt man auch HZ:1 My. Sind alle Mengen untereinander
gleich, also My =--- = M,, = M, so schreibt man M™ statt [];_, M.

So ist die Ebene nach Einfiihrung eines Koordinatensystems mit R? identifizierbar.

In der Schule haben Sie mit Funktionen wie zum Beispiel f(x) = zsin(z) gearbeitet. Auf Reisen benutzen
Sie Landkarten und machen Fotos. Und bei einer groflen Feierlichkeit wird oft eine Sitzordnung mit
Tischkarten festgelegt. Alle diese an sich vollig verschiedenen Dinge haben etwas gemeinsam, das wir im
Begriff der Abbildung festlegen

Definition 1.3 (Abbildungen)
Seien M und N nichtleere Mengen.

a) Eine Abbildung f der Menge M in die Menge N erhilt man durch eine Zuordnung, die jedem
Argument (Urbild) x € M eindeutig sein Bild f(x) zuordnet. M heifft Definitionsbereich von f

b) Die Menge Gy = {(z, f(x)) :x € M} C M x N heifst Graph von f.

Gy ist das, was Sie (ausschnittweise) in der Schule zeichneten. Beim obigen Beispiel f(z) = xsinx ist
impliziet M = R = N angenommen. Bei der Landkarte ist M der Ausschnitt der Erde, den die Landkarte
darstellt, N ist die Landkarte und f die spezielle Darstellungsweise (sog. Kartenprojektion). Bestimmen
Sie selbst in den Beispielen “Foto” und “Tischordnung” die Definitionsbereiche M, die jeweilige Menge
N und die Abbildung f. (Es gibt mehrere Moglichkeiten, weil die Umgangssprache nicht eindeutig ist).



Zwei Zuordnungsvorschriften kénnen verschieden sein, aber zur gleichen Abbildung fithren. Zum Beispiel
liefern die Vorschriften z — 22 4+ z und = — z(z + 1) dieselbe Abbildung (Funktion). Préziser erkliren
wir:

Definition 1.4 (Gleichheit von Abbildungen)
Zwei Abbildungen f von My nach N1 und g von My nach No heiffen gleich, wenn Ny = Ny und Gy = G,
gilt.

Im wesentlichen sind zwei Funktionen also gleich, wenn ihre Graphen gleich sind. Automatisch folgt
daraus, daf} ihre Definitionsbereiche gleich sind. Fiir eine Abbildung f von M nach N schreiben wir kurz
f:M —> N.Ist AC M, so heifit f(A) = {f(z) : z € A} Bild(menge) von A unter f.Ist B C N, so
heifit f~1(B) = {z : f(z) € B} Urbild von B unter f.

Trainieren Sie gleich den Umgang mit diesen Begriffen.

Aufgaben:
1. Sei M = Ny, N = {0,1,2} und f(z) = zmod 3, das ist der Rest nach Division durch 3. Was ist
F({3k+1:k e N})? Was ist f~1({0})?
2. Sei M = N =R und f(z) = 2%. Was ist f(M)? Was ist f='({y : y < 0}). Was ist f=1({1})?

3. Sei M = N =R und f(x) = sin(z). Fiir zwei reelle Zahlen s < t sei [s, t] das Intervall aller Zahlen
r mit s < z < t. Was ist f([0,n])? Was ist f~1([5,6])? Was ist f~1([0,1])?

Finden Sie alle Abbildungen der Menge M = {1,2,3} in sich. (Es sind 24).

Ist {(z®,7) : # € R} Graph einer Abbildung von R — R ?

)
Ist {(2%,7) : # € R} Graph einer Abbildung von R — R ?

N o e

Sei G = {(z,y) : x € M} C M x N. Zeigen Sie bitte: G ist genau dann Graph einer Abbildung
f:M — N, wenn fiir alle z € M aus (z,y) € G und (z, z) € G stets y = z folgt.

Definition 1.5 (Surjektivitéit, Injektivitdt, Bijektivitit)
Sei f: M — N eine Abbildung.
a) f heifit surjektiv, wenn N = f(M).

b) f heift injektiv, wenn aus x # y stets f(x) # f(y) folgt.
c) [ heifit bijektiv, wenn f surjektiv und injektiv ist. Eine bijektive Abbildung heifit kurz Bijektion

Trainieren Sie gleich den Umgang mit diesen Begriffen:

Aufgaben:

1. Welche der folgenden Abbildungen ist surjektiv, welche injektiv, welche bijektiv? Hier ist M = N =
R f(z) =z, f(z)=2> f(z)=2% f(2)=sin(2).

2. Bestimmen Sie alle Bijektionen der Menge M = {1,2,3} auf sich.
3. Sei f: M — N. Zeigen Sie bitte:



a) f ist genau dann surjektiv, wenn die Gleichung f(z) = y fiir jede rechte Seite y € N minde-
stens eine Lésung hat.

b) f ist genau dann injektiv, wenn die Gleichung f(z) = y fiir jede rechte Seite y € N héchstens
eine Losung hat.

¢) f ist genau dann bijektiv, wenn die Gleichung f(z) = y fiir jede rechte Seite y € N genau
eine Losung hat. Dabei ist eine Losung der Gleichung f(z) = y bei vorgegebener rechter Seite
y € N nichts anderes als ein Urbild von y unter f.

4. Zeigen Sie bitte: f : M — N ist genau dann injektiv, wenn H := {(f(z),z) : £ € M} Graph einer
Abbildung h von f~1(N) nach M ist. Tip: Verwenden Sie Aufgabe 7 6

In der Schule haben Sie bereits “zusammengesetzte” Funktionen behandelt, zum Beispiel f(z) = sin(z?).
Sie entsteht, indem man erst jedem z das 22 zuordnet und danach den Sinus darauf anwendet, also zwei
andere Funktionen hintereinander ausfiihrt. Tatséichlich gilt der folgende allgemeine Satz.

Satz 1.6 (Hintereinanderausfiihrung von Abbildungen)

a) Seien f : M — N und g : N — P zwei Abbildungen. Dann erhilt man durch die Zuordnung
z — e(z) = g(f(z)) eindeutig eine Abbildung von M nach P, die Hintereinanderausfihrung go f
der Abbildungen f und g.

b) Ist zusditzlich h : P — R eine Abbildung, so gilt (hog)o f = ho(go f). Man sagt, die Hintereinan-
derausfiihrung ist assoziativ.

Beweis: a) ist klar.
b) Es ist fiir z € M

((hog)o f)x) = (hog)(f(z)) = hg(f(z))
= (ho(gof))(z).

Sei idpr die identische Abbildung von M auf sich, d.h. idp(z) = z fiir alle . Bijektive Abbildungen
lassen sich dadurch charakterisieren, daf} sie eine Umkehrabbildung besitzen!

Satz 1.7 Sei f: M — N eine Abbildung. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(i) f ist bijektiv.
(i) Es gibt eine Abbildung g : N — M mit go f =idy und fog=1idn.

g ist eindeutig bestimmt und heift Umkehrabbildung oder inverse Abbildung f—!.

Den einfachen Beweis stellen wir als Aufgabe.

Aufgaben:

1. Beweisen Sie diesen Satz. Tip: Fiir (i) = (ii) betrachten Sie H = {(f(z), ) : # € M} und verwenden
Sie Aufgabe 4 7.

2. Was ist die Umkehrabbildung zu f : R = R, f(z) =23 ?

3. Zeigen Sie bitte: Die Hintereinanderausfithrung

surjektiver surjektiv
injektiver Abbildungen ist injektiv
bijektiver bijektiv



1.2.4 Potenzmenge, beliebige Mengenoperationen

Sei M eine Menge. Unter der Potenzmenge P (M) verstehen wir die Menge aller Teilmengen von M,
P(M)={A:AC M}. Anders ausgedriickt: AC M & A€ P(M).

Beispiele:

1. M ={1}, P(M)={0,{1}}.

2. M ={1,2}, PM)={0,{1},{2},{1,2}}.

3. M ={1,2,3}, P(M)={0,{1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}.

4. M =0, PM)={0}.

5. M = N. Hier kann man P (M) nicht mehr explizit hinschreiben (das ist klar), aber auch nicht durch

Algorithmen beschreiben.

Fiir spitere Zwecke ist die folgende Verallgemeinerung von Durchschnitt und Vereinigung niitzlich:

Definition 1.8 (Beliebige Durchschnitte und Vereinigungen)

Seien I und M Mengen, I # 0 und sei A: I — P(M), i — A; eine Abbildung von I in die Potenzmenge
von M. Dann ist der Durchschnitt der A;

Nicr Ai = {z : Fiir alle ini € I ist x € A;}

und die Vereinigung der A;

Uicr Ai = {z : Es gibt eini € I mit x € A;}

Beispiele:

1. Aus der Schule wissen Sie: Ist z € R und 0 < z < % fiir jede natiirliche Zahl n, so ist x = 0. Sei
Ap={y:0<y< i}
Dann ist also [, oy An = {0}.

2. Sei Ay ={z€R:2 <L} firneN Dannist (,.yA4n = {z € R: 2 <0}

3. Sei I = {1,2}. Dann ist [);c 4 Ai = A1 N Ay (im fritheren Sinn) und |J,c; A;i = 4; U Ay

icl
4. Die deMorganschen Regeln gelten in der folgenden Form. Seien I, M und A wie in der obigen
Definition. Dann gilt (N;c; 4i)¢ = U;er A5 und  (U;ep 4i)¢ = N;er Af Beweisen Sie bitte selbst
die Formeln. Sie bendtigen dazu die aus dem Alltag entlehnten Aussageformeln:
—(fiir alleiC(7)) = Es gibti(C(¢)) und
—(Es gibtiC(i)) = Fiir alle i(C(3)),
wo C(7) fiir jedes i eine Aussage ist.

1.3 Einiges iiber natiirliche Zahlen

1.3.1 Die natiirlichen Zahlen und das Induktionsprinzip

Sei A die Menge der geraden natiirlichen Zahlen, A = {n : 2|n}. A hat ein kleinstes Element n#mlich die
2. Ebenso hat die Menge B aller Primzahlen, die gréfler als 20 sind, ein kleinstes Element, namlich 23.



Damit ist das folgende Axiom motiviert:

Induktionsaxiom
Jede nichtleere Teilmenge A der natiirlichen Zahlen hat ein kleinstes Element.

Mit diesem Induktionsaxiom kénnen wir nun sofort das Beweisprinzip der vollstindigen Induktion und
das Prinzip der rekursiven Definition von Funktionen einsehen. Dazu zunéchst zwei Beispiele.

Beispiele:

1. Wir wollen die Formel 1+ z+z?+---+2z" = (z"t! —1)/(z — 1) fiir alle z # 1 und n € N beweisen.
Wir wihlen ein festes ¢ € R,z # 1. Dann erhalten wir fiir jedes n € N die Aussage A(n) :
l+z+--+a" = (z"t! —1)/(z — 1). Fiir n = 1 lautet A(1) : 1 +z = (2 — 1)/(z — 1). Sie ist
wegen 2 — 1 = (z + 1)(z — 1) wahr.

Wir nehmen nun an, A(n) sei wahr und folgern daraus, dafl A(n + 1) wahr ist. Es ist

2"t —1

1+l_+‘”+$n+xn+1 _|_xn+1

N z—1
A(n) ist wahr
xn—i—l -1+ xn-{—l (.’L‘ _ 1)

r—1
|

z—1

Also ist unter unserer Annahme der Wahrheit von A(n) auch A(n + 1) wahr. Kénnen wir daraus
folgern, dafl A(n) fiir jedes n wahr ist? Ja, mit Hilfe des Induktionsazioms.

Sei B = {n € N : A(n) ist wahr }. Angenommen B # N. Dann ist B¢ =: C = {n : A(n) ist falsch
} nicht leer, hat also ein kleinstes Element nc. Weil A(1) wahr ist (s.0.), ist n¢ > 1. Da n¢ das
kleinste Element von C' ist, ist A(nc — 1) wahr. Aber dann ist nach dem 2. Argument auch A(n¢)
wahr im Widerspruch zu n¢ € A.

2. Wir mochten nachweisen, dafl durch 0! =1 und n! =1-2----n fiir n > 1 eindeutig eine Abbildung
von Ny nach N erklirt ist. Dies geschieht so: sei F' : Ng xNy — Ny gegeben durch F(n,v) = (n+1)-7.
Wir erkliren g(0) = 1 und g(n+1) = F(n+1, g(n)) fiir alle n in Ny. Damit ist g : Ny — N eindeutig
erklért. Das Argument hierfiir ist vollig analog zu dem im ersten Beispiel.

Wir formulieren beide Prinzipien etwas allgemeiner:

Beweisprinzip der vollstindigen Induktion
Sei ng € Ny fest. Fiir jedes n > ng sei A(n) eine Aussage.

Es gelte
a) A(ng) ist wahr (Induktionsanfang)
b) Fiir jedes n > ng ist “A(n) = A(n +1)” wahr (Induktionsschritt)

Dann sind alle Aussagen A(n) wahr.

Prinzip der eindeutigen Definition durch Rekursion

Sei ng € Ny fest gewdhlt. Sei A = {n € Ny : n > no} und M eine beliebige, nicht leere Menge. Sei
schlieflich FF : A x M — M eine Abbildung und s € M. Dann liefert die folgende Vorschrift eine
eindeutige Funktion g: A — M:



a) g(no) = s Festlegung des Startgliedes
b) g(n+1) = F(n,g(n)) Rekursionsschritt

Beispiele:

1. Potenzen: Seiz € Rfest z° =1, z"t!=z.2" Hierist M =R, A=Ny, F(n,y)=uyx

2. Summen: Seia:Ny =+ R, n+— a, eine Abbildung.
Wir definieren 37, ar = ag + a1 + - - - + a,, durch 30_; aj, = ao, T ay = Yr_oak + ant

. . 1
3. Produkte: apaq - - - a,, wird definiert durch ngo ar = ag, HZIO ar = [Theo @k - Gny1

4. Faokultit (s.0.): 0!=1, (n+1!=n!-(n+1)
Aufgaben: Beweisen Sie mit vollstindiger Induktion:

LY k=n(n+1)/2
2. Tk =n(n+1)(2n+1)/6

1.3.2 Etwas Kombinatorik

Als erstes Problem behandeln wir die Anzahl der Bijektionen von einer Menge M mit n Elementen auf
eine Menge N (die dann auch n Elemente haben muf}, wenn es mindestens eine Bijektion von M auf
N gibt). Dazu bezeichnen wir mit $(A) die Anzahl der Elemente einer Menge A und mit B(M,N) die
Menge aller Bijektionen von M auf N. Konkret erhalten wir zum Beispiel die Anzahl aller moglichen
Tischordnungen fiir n Personen an einem Tisch mit n Stiihlen.

Satz 1.9 Sein € N und M, N seien zwei Mengen mit n Elementen. Dann gibt es genau n! Bijektionen
von M auf N.

Beweis: (durch Induktion)
n=1 M ={a}, N = {b}. Die einzige Bijektion ist o : a — b.
Also §(B(M,N)) =1=1!
Induktionsschritt: Annahme, der Satz ist richtig fiir Mengen mit n Elementen.
Sei M ={a1, -+ ,ant1}, N ={b1,--- ,bpt1}, A ={a1,---,an} und By = N \ {by}. SchlieBlich sei
B ={c € B(M,N):0(ant1) = bi}.
Ist o aus By, so ist die Einschrinkung o4 aus B(A, By,).
Ist umgekehrt 7 € B(A, Bg) und o erklirt durch
[ (@) : 1<n
a(al)_{ by : l=n+1, so ist o € By
Die Abbildung By 3 0 — o |a€ B(A, By,) ist also bijektiv. Damit ist nach Induktionsannahme
n! = §(B(A, By) = #(By). Wegen By N B; = 0 fiir k # 1 (Warum?) und ;2] B, = B(M, N) folgt

n+1
HB(M,N) = > #(By) = (n+1)-n! = (n+1)!
k=1

Nach dem Prinzip der vollstindigen Induktion ist der Satz bewiesen.

Ist M = N so nennt man eine Bijektion auch Permutation der Ordnung n. Wir erhalten
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Korollar 1.10 Es gibt genau n! Permutationen der Ordnung n.

Als zweites Problem behandeln wir die Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen Menge.
Konkret taucht diese Frage in der Quantenmechanik auf: Fermi-Teilchen nehmen nicht gleichzeitig den-
selben Energiezustand an. Wenn wir k(< n) Teilchen und n Energiezustinde haben, wieviel verschiedene
Konfigurationen gibt es dann? Nummerieren Sie die Energiezustinde durch: E = {1,--- ,n} und setzen
Sie Ey = {r € E: Eines der k Teilchen hat den Zustand 7}. Dann ist Ej, eine k-elementige Teilmenge
und jede Konfiguration wird durch eine solche Teilmenge dargestellt.

Sei C'(n, k) die Anzahl der k-elementigen Teilmenge einer n-elementigen Menge. Dann ist C(n, k) = 0 fiir
n < k. Ferner ist C(n,0) = C(n,n) =1 und C(n, k) = C(n,n — k).

Denn sei M eine Menge mit n Elementen und 7, die Menge der k-elementigen Teilmengen (0 < k < n).
Dann ist die Komplementabbildung

T 93T —» T¢°=M\T € T, bijektiv (wegen (T¢)° =T).

Satz 1.11 FEsist C(n,k) = ﬁ' fir0<k<mnundn >1.

Beweis: (durch Induktion)

Die Aussage A(n) ist: Fiir 0 < k < n ist C(n, k) =
wahr.

Induktionsschritt: Sei A(n) fiir ein n > 1 wahr. Sei M = {1,--- ,n+1}und 1 <k <n (k=0 und
k = n+1 wurde oben behandelt). Ist T eine k-elementige Teilmenge, die (n+1) nicht enthilt, so liegt T' in
{1,---,n}. Nach Induktionsannahme gibt es davon ﬁlk), Ist T eine k-elementige Teilmenge, die (n+1)
enthiilt, so ist T'\ {n + 1} eine (k — 1)-elementige Teilmenge und davon gibt es nach Induktionsannahme
Wl(k_l)), Die beiden Fille liefern insgesamt alle k-elementigen Teilmengen. Wir erhalten

#lk), Sie ist fiir » = 1 nach dem letzten Absatz

n! n! . (n+1)!
M-k " k=Dln—(k=1))! _ Hn+1—h)

Cn+1,k) =

wobei die letzte Gleichung durch einfaches Ausrechnen folgt.

Die Zahlen C(n,k) werden (}) geschrieben (lies n iiber k). Sie heien wegen des folgenden Satzes
Binominalkoeffizienten.

Satz 1.12 Fiir beliebige Zahlen a,b € R und n € N gilt

a + (n)a"1b+---+ ( " )ab”1+b”
1 n—1

5

k=0

(a+b)"

Fiir n = 2 kennen Sie diesen Satz aus der Schule.

Beweis: (durch Induktion)
Induktionsanfang: Der Satz ist richtig fiir n = 1.
Induktionsschritt: Angenommen der Satz ist richtig fiir ein n > 1.
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Es ist

(a+b)" = (a+b)(a+d)"
_ = (n n—kpk
= (a+b) kZ:O (k> a™ "b
_ — (n nt+l—kpk = (n n—kpk+1
= Z<k>a b +Z(k>a b
k=0 k=0
— an—i—l + Z ((Z) + (k ﬁ 1)) an+1—kbk + bn—',—l
k=1 _
-(F)
n+1
_ Z ("+ 1) gt ti—kpk
k=0 k

Mit dem Prinzip der vollstdndigen Induktion folgt die Behauptung.
Aufgaben:

1. Wieviel verschiedene Spielausginge gibt es beim Zahlenlotto 6 aus 497
2. Zeigen Sie bitte durch Induktion Y, | k* = (3 p_, k)% = in*(n+1)2

3. Zeigen Sie bitte durch giinstige Wahl von a und b fiir n > 1Y"p_ (}) = 2". Wieviel Teilmengen
hat eine Menge mit n Elementen insgesamt?

4. Fiir welche n > 2 gilt 2" > n2. Geben Sie einen Beweis fiir Ihre Aussage

1.4 Der Korper der reellen Zahlen

1.4.1 Korperaxiome

Wir stellen zun&chst die einfachsten Rechenregeln fiir reelle Zahlen zusammen:

Addition:
Die Summe x + y zweier reeller Zahlen x,y ist eindeutig erklirt. Es gilt

1. (x+y)+z=z+ (y + 2) fiir alle z,y, 2 Assoziativgesetz

2. Es gibt ein Element 0 mit x + 0 = 0 + z fiir alle = Exzistenz des neutralen Elements der
Addition

3. Zu jedem x gibt es ein y mit x +y =0 Ezistenz des additiven Inversen

4. x+y = y+ x fiir alle z,y Kommutativgesetz

Im folgenden geben wir einfache Sétze mit ihren Beweisen an. Dies dient zum Einiiben im mathematischen
Argumentieren. Informatiker sollten im Lauf ihres Studiums schauen, ob es Beweisprogramme gibt, die
die Beweise liefern.
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Satz 1.13  a) Allein aus Regel 2 folgt: Es gibt genau ein neutrales Element der Addition

b) Aus den Regeln 1 bis 4 folgt. Es gibt zu jedem x genau ein additives Inverses. Wir bezeichnen es
mit —z und schreiben y —z = y+ (—x).

¢) Esist —(—x) = .
d) Es gilt stets —(z +y) = —xz —y.
Beweis: a) Sei auler 0 noch z ein weiteres neutrales Element, d.h. es gilt z + z = z fiir alle z.

Dann ist speziell fir x =0 0=0+ 2z = z, letzteres weil 0 neutrales Element der Addition ist.
b) Sei z fest und seien v und y additive Inverse zu z, es gelte also z + 4 = 0 = z + y. Dann ist

y = y+0=y+(x+u) = y+z)+u = (z+y)+u=0+u_= u
(4) (2)

(2) (

~

¢) Es ist (—z) + (—(—z)) = 0. Addition von z auf beiden Seiten liefert  + (—z) +(—(—z)) = .
——

=0
d) Analog

Multiplikation

Fiir je zwei reelle Zahlen x,y ist thr Produkt eindeutig erkldrt. Es gilt:
1. (zy)z = x(yz) fiir alle z,y, 2 Assoziativgesetz
2. Es gibt ein Element 1 mit 1x = x - 1 fiir alle x Existenz des neutralen Elements der Multiplikation
3. Zu jedem x # 0 gibt es ein y mit xy =1 Existenz des multiplikativen Inversen fiir z # 0

4. xy = yz fir alle z,y Kommutativgesetz
Den ndchsten Satz konnen Sie genau so beweisen wie den obigen, Sie miissen nur + durch - ersetzen.

Satz 1.14  a) Allein aus Regel 2 der Multiplikation folgt: es gibt genau ein neutrales Element der
Multiplikation

b) Aus den Regeln 1 bis 4 der Muliplikation folgt: es gibt zu jedem x # 0 genau ein multiplikatives

Inverses, es wird mit = oder % bezeichnet. Wir schreiben £ fiir y - x L.

Aufgabe: Beweisen Sie bitte diesen Satz

Verbindung von Addition und Multiplikation
Fiir alle z,y, 2z gilt

e z(y+2)=2xy + x2 Distributivgesetz

Aus den Regeln fiir die Addition, die Multiplikation und aus dem Distributivgesetz lassen sich nun alle
anderen Thnen bekannten Formeln (Rechenregeln) ableiten. Hier sind einige Beispiele!

Satz 1.15 a) Es gilt xy = 0 genau dann, wenn mindestens einer der Faktoren x oder y gleich 0 ist

b) Es gilt stets (—z)y = —xzy und (—z)(—y) = zy
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Beweis: a) (I) Fiir alle z ist 0z = 0. Denn es ist 0z + z = (0+ 1)z = 1z = z. Addition von (—z) liefert
Oz=0x+z—2z=2—-—2=0.

(IT) Sei zy = 0 und = # 0. Multiplikation mit 1/z liefert nach (I) y =1/z - (zy) =1/z-0 = 0.

b) Esist 0 =0y = (z + (—x))y = zy + (—z)y und 0 = zy + (—(xy)). Damit ist sowohl (—z)y als auch
—zy additives Inverses zu zy, also (—z)y = —xy.

SchlieBlich ist nach dem eben Bewiesenen (—z)(—y) = —z(—y) = —(—=zy) das additive Inverse zu —zy.
Aber dies ist nach Definition gerade zy.

Eine weitere Formel, die allein aus diesen Rechenregeln folgt, ist die Binominalformel (a + b)" =
> ieo (F)a™*b*. Die bisher aufgelisteten Rechenregeln, einschlieflich der abgeleiteten, gelten nicht nur
fiir die reellen Zahlen, sondern auch fiir die rationalen Zahlen, die komplexen Zahlen, die wir gleich
einfiihren werden, und die Booleschen Zahlen Ky die ebenfalls sofort erklirt werden. Wir fassen diesen
allgemeinen Aspekt in einem Begriff zusammen

Definition 1.16 Sei K eine beliebige Menge, + : Kx K — K und - : Kx K — K seien zwei Abbildungen,
so daf$ die Rechenregeln der Addition, der Multiplikation und das Distributivgesetz gelten. Dann nennt
man (K, +,-) oder kiirzer K einen Kérper.

R und Q sind also Korper. Es folgen die beiden nichstwichtigen Korper.

Der Korper der komplexen Zahlen

Auf C =R? = {(a,bd) : a,b € R} erkliren wir die Addition komponentenweise.
(a,b) + (¢,d) := (a+¢,b+d)
Die Multiplikation erkliren wir durch
(a,b)(c,d) = (ac — bd, ad + bc)
. Die Bedeutung von C liegt darin, da8 dort die Gleichung 22 + 1 = 0 eine Losung hat und da8 R nach
Identifizierung in C liegt.
Theorem 1.17 ) (C,+,) ist ein Kdrper, der Koérper der komplexen Zahlen. Sein Nullelement
ist (0,0), sein Finselement (1,0).
b) Fiiri=(0,1) gilt i> = (—1,0) = —(1,0). i heifit imagindre Einheit.
¢) Durch R 3 z — (z,0) wird R auf {(z,0) : z € R} abgebildet. Dabei gilt
(z+y)~ (2,0)+(y,0) wnd zy— (2,0)(y,0).
Man kann also R mit der Teilmenge {(z,0) : € R} C C identifizieren. In diesem Sinne ist R ein
Teilkorper von C.
Aufgabe: Bitte fithren Sie den Beweis des Theorems. Fiir a) geniigt es, die Rechenregeln der Addition,
der Multiplikation und das Distributivgesetz nachzupriifen. Fiir (z,y) # (0,0) ist das Multiplikative
© y . Lo
Inverse (7\/9@7 7\/W) Beweisen Sie dies.

Fiir z = (x,y) = z+1y heifit z Realteil R(z) und y Imaginarteil $(z). Die Zahl Z = z — iy heifit die zu 2
konjugiert komplexe Zahl. Sie konnen C mit der Ebene identifizieren. Dazu wihlen Sie {(z,0) : € R}
als waagrechte, {(0,y) : y € R} als senkrechte Achse. Dann ist Z der Punkt, den Sie aus z durch Spiegelung
an der waagrechten Achse erhalten. Es gelten die folgenden Formeln fiir die Konjugation z — Z:
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Satz 1.18 a) Z1 +Z2 = (21 + 22).

b) Z1-Z9 = Z129.

¢) -2 = R(2)” + S(2)°.

Anleitung zum Applet ”komplexe Zahlen” Schauen Sie sich die Addition und Multiplikation fiir
verschiedene Paare von komplexen Zahlen an.
Sie werden feststellen, dafl die Multiplikation einer Drehstreckung entspricht. Dieser Sachverhalt wird
sich spéter sehr einfach ergeben, wenn Sie noch eine andere Darstellung komplexer Zahlen kennengelernt
haben.

Der Korper der Booleschen Zahlen

Auf der Menge Ko = {0, 1} erkldren wir die Addition und die Multiplikation durch folgenden Tabellen:

+ {01 o |01

0

01 0(01]0

1

110 1101

Satz 1.19 (K, +,-) ist ein Kirper.

Wenn Sie statt 0 ein F (falsch), statt 1 ein W (wahr) schreiben, entspricht der Addition das “Entweder-
Oder”, der Multiplikation das “ und”. Denken Sie iiber diesen Zusammenhang in Ruhe nach. Ky ist nicht
umsonst so wichtig in der Informatik.

1.4.2 Die Ordnung der reellen Zahlen

Zwei reelle Zahlen kénnen wir der Grofle nach vergleichen. z < y bedeutet “z ist kleiner als y”, © > y
bedeutet “z ist grifer als y” und x < y bedeutet (z < y) oder (z = y), also “z kleiner gleich y”.
Hierfir gelten die folgenden Grundregeln der Ordnung

1.
2.
3.

Fir alle z ist z < x
Iste<yundy<zx,soistx=1y
Istz<yundy <z soistz <z

Je zwei reelle Zahlen sind vergleichbar,
d.h. es gilt entweder x <y oder z >y

. x <y impliziert stetsa +z < a+y

.z <yund 0 < g impliziert stets ax < ay

Ist 0 < x < y, so gibt es eine natiirliche Zahl n € N mit
ne>y mrx=z+2z+---+2)
| S —

n mal
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Aus diesen Grundregeln lassen sich alle weiteren Ungleichungen der reellen Analysis ableiten. Wir geben
hier die vorldufig Wichtigsten an:

Satz 1.20 a) z < y gilt genau dann, wenn 0 < y — z gilt, und dies gilt genau dann, wenn —y < —z
gilt.

b) Ist x <y und a <0, so ist ay < ax.

c) Ist0 <z <y, soist0<§§%.

d) Zu jedem x > 0 gibt es einnGNmit%<:ﬂ.
e) Fiir alle y ist y?> > 0.

f) Seien 0 < z,y. Fiir beliebiges n € N gilt ™ < y™ genau dann, wenn x < y.

Beweis: a) Sei ¢ < y. Addition von a = —z liefert nach 5) 0 < y — . Addition von a = —y hierauf
liefert —y < —z. Wie erhdlt man hieraus z < y?

b) x <y und a < 0 impliziert nach a) 0 < —a, also nach 6) —az < —ay und hiermit nach a) ay < az.

c¢) (i) Esist 0 < 1. Denn aus 1 < 0 wiirde nach b) fiir a = 1 folgen 0 < 1-1 =1, also nach 2) 0 = 1, ein
Widerspruch.

(ii) 0 < z impliziert 0 < 2. Denn aus L < 0 folgt nach 5 fiir a = z einfach 1 = 1 -z <0, ein Widerspruch
zu (i).

(iii) 0 < z < y impliziert nun nach 6) (a = i >0) 0 < 7 <1 und nochmals mit 6) (a = o<
d) Ist z > 1, so wihle n = 2 und verwende c).

Ist 0 < z < 1, so gibt es nach 7) ein n € N mit nz > 1 also nach ¢) z > %

e) Ist y > 0, so folgt die Behauptung aus 6) (mit a = y).

Ist y < 0, so ist (—y) > 0 nach a), also y2 = (—y)? > 0 nach dem eben Bewiesenen.

£)(I) Sei 0 < z < y. Die Aussage A(n) : 0 < z™ < y™ ist richtig fiir n = 1. Sie sei fiir n wahr. Dann ist
nach 6) (a = z) 0 < z™! < y"z und ebenso (a = y™) 0 < y"z < y"*!. Also folgt A(n + 1). Das
Prinzip der vollstéindigen Induktion liefert die Behauptung.

(IT) Es sei 0 < z™ < y™, also 0 < y™ — z™.

Esist y" — 2" = (y — x) ZZ;& yFzn~1=k Nach Voraussetzung ist dieser Ausdruck > 0, also ist weder x

<

8 =

<@ |-

noch y gleich 0. Dann ist 0 < Y"3_g y*z"'~* =: 2 > 0, also (nach 6) mita=1 0<y—a.
Zwei etwas anspruchsvollere Ungleichungen werden hiufig gebraucht
Satz 1.21 a) Firne€Nundz > -1 ist (1 +z)" > 1+ nx (Bernoullische Ungleichung)

b) Sei0< g <1 undz €R. Fiir alle natiirlichen Zahlen n gelte © < q™. Dann ist z < 0.

Beweis: a) (Vollstindige Induktion). n = 1. Die Formel ist richtig.
Induktionsschritt: Annahme die Formel gilt fiir n.

A+z)" = (1+2)" (L+2) > (1+n2)(l+2)
= l4+nz+z+ ns?

~—~

>0

> 1+ (n+1a

Also gilt dann die Aussage fiir n + 1.
b) Esist 1 =g+ 7 mit 7 =1— ¢ > 0. Sei n € N beliebig.
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Alsoist 1= (g+7)" "t =¢" "+ (n+ V)7rg" + -+ 71 > (n+ 1)7¢™. Alsoist 7 < ¢" < —(nil)T,
1

Dies liefert 7o < .17 fiir alle n und damit nach Satz 1.20d) 7z < 0. Wegen 7 > 0 folgt hieraus z < 0.

Das Maximum max(a, b) zweier reeller Zahlen ist die gréfiere der beiden. Genauer:

a a>b
max(a,b):{ b a<b }

Entsprechend erkliren wir das Minimum min(a, b) durch:

. a a<b
mln(a,b):{ b a>b }

SchlieBlich wird der Absolutbetrag |a| durch |a| = max(a, —a) erklirt. Aus den Regeln (Axiomen) fiir
die Ordnung ergeben sich die folgenden Beziehungen:

Satz 1.22 FEs gilt
a) min(a,b) = —max(—a, —b)
b) max(a,b) = —min (—a,—b)
¢) at :=max (a,0) = 3(|a| + a), a~ := —min (a,0) = 3(|la| — a)
d) —la| < a <|al
e) Fiir alle a ist |a|? = a®
Aufgabe: Beweisen Sie bitte diesen Satz.

Der Absolutbetrag mifit gewissermaflen den Abstand der Zahl @ vom Nullpunkt. Allgemeiner erhalten wir
den Abstand d(a, b) der beiden Zahlen voneinanderals d(a, b) = |a — b|. Es gelten die folgenden zentralen
Formeln:

Satz 1.23 (Eigenschaften des Abstandes)

a) la]=0&a=0 Definitheit
b) |ab| = |al|b| absolute Homogenitit
¢) la+b| <lal+ |b| Dreiecksungleichung
d) la—b| <|la—c|+]c—D allgemeine Dreiecksungleichung
e) |lal — |b]| < |a—b| < |a| + |b] verallgemeinerte Dreiecksungleichung

Beweis: Wir zeigen nur c), d) und e)
¢)

la + b|? (a+b)? = a® + b* + 2ab

—
nach Satz 1.20 e)

a’® +b% + 2|a|b|

{I/\

nach Satz 1.20d)
NP |al? + [b* + 2[al[b] = (Jal + [b])*
nach Satz 1.20e)
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Die Behauptung folgt nun aus Satz 1.20 f).

d) |a—0b] =|(a—c¢)+ (c—b)| <|a—c|+ |c— bl nach c)
Nach ¢) ist |a| = |(a —b) +b] < —b|+|b

e) Nach c) ist |a| = [(a —b) +b] < = |a—0[+]b|

nach c)
also |a| — |b] < |a —b].
Analog erhilt man |b| — |a| < |b—a].
Nach b) ist [b—a| = |(-1)(@=b)| =|a—b|-| — 1| = |a — b].
Also erhalten Sie
Il,1a] = |bll, | = max(|a| — 10|, |b] —|a|]) < |a — b, d.h. die erste Ungleichung.
Es ist nach ¢) |a — b| < |a| + | — b] = |a| + |b| wegen | — b| = |(—1)b] = | — 1||b] = |b|.

Exkurs: Abstandsmessung in den komplexen Zahlen

Sei z = x + 4y mit x = R(2), y = F(z). Zeichnen wir z in die Ebene mit rechtwinkligen Koordinaten-
achsen ein, so ergibt sich nach dem Satz des Pythagoras anschaulich die Entfernung zum Nullpunkt als
d(0,2)? = 22 +y? = Zz. Aus der Schule wissen Sie, daf8 zu jeder reellen Zahl a > 0 genau eine reelle Zahl
b > 0 mit b? = a existiert. b heifit positive Wurzel ,/a aus a.

Wir definieren den Absolutbetrag |z| der komplexen Zahl z also einfach als

Izl = 1VZz = 4\/R()+S(2)%
Wir setzen d(z1,22) = |21 — 22| und erhalten einen zum vorigen Satz vollig entsprechenden Satz:

Satz 1.24 Eigenschaften des Abstandes komplexer Zahlen

a) |2/|=0&2=0. Definitheit
b) |z122| = |21]|22]. absolute Homogenitit
c) |21+ 22| < |21 + 22. Dreiecksubungleichung
d) |z1 — 22| < |21 —ul + |u — 22| allgemeine Dreiecksungleichung
e) |lz1| — |z2|| < |21 — 22| < |21 + |22] verallgemeinerte Dreiecksungleichung

Aufgabe: Beweisen Sie diesen Satz.
Tip: Gehen Sie analog zum Beweis des vorigen Satzes vor. Beim Beweis von ¢) benutzen Sie die Formel

|21 + zz|2 = (21 + 22)(21 + 22) = (Z1 + Z2)(21 + 22)

sowie die Formel @ + u = 2R(u) < 2|u|, die Sie natiirlich beweisen miissen.

1.4.3 beschrinkte Mengen und das Vollstindigkeitsaxiom

Wir kehren zuriick zur Ordnung in R. Fiir das Folgende stellen wir uns R als senkrechte Gerade vor und
zwar 50, dafl a < b einfach “a liegt unterhalb von b” bedeutet. Dann wird die folgende Definiton besonders
anschaulich:
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Definition 1.25 Sei M eine beliebige, nichtleere Teilmenge von R.
a) M heifit nach oben beschrinkt, wenn es ein b € R gibt mit x < b fiir alle x aus M. Jedes solche
b heifit dann obere Schranke von M.

b) M heifit nach unten beschrinkt, wenn es ein a € R mit a < z fir alle x aus M gibt. Jedes
solche a heifit untere Schranke von M.

¢) M heifit beschrinkt, wenn M nach oben und unten beschrinkt ist.

b ist also eine obere (bzw. untere) Schranke von M, wenn ganz M unterhalb (bzw. oberhalb) von b liegt.
Jede endliche Menge M = {a1--- ,a,} ist beschrinkt. Erkliren wir induktiv max (a1,---,ap+1) =
max(max(a,--- ,ax),ar+1) und entsprechend min (ay,--- ,a541) = min(min(ay,--- ,ax),axsr1) SO ist
min (ay,- -+ ,a,) = a eine untere Schranke und max(ay, -+ ,a,) = b eine obere Schranke von M.

b= max{a,--- ,a,} ist die kleinste obere Schranke von M = {ay,--- ,a,}. Das heifit prizise:

i) b ist obere Schranke von M

ii) Ist ¢ obere Schranke von M, so ist ¢ > b.

Dies verallgemeinern wir auf beliebige Mengen:

Definition 1.26 Sei ) # M C R.

a) b € R heifit obere Grenze oder Supremum von M, in Zeichen: b = sup(M), wenn b obere
Schranke von M ist und fiir jede andere obere Schranke ¢ von M stets ¢ > b gilt.

b) a € R heifft untere Grenze oder Infimum von M, in Zeichen: a = inf(M), wenn a untere
Schranke von M ist und fiir jede andere untere Schranke d von M stets d < a gilt.

Beispiele:

1. M ={ay, - ,an}. Dann ist max {a1,- - ,an} =sup(M) und min {ay,- - ,a,} = inf(M).

2.8 M=[0,1={reR:0<z <1}
Dann ist 0 = inf(M) € M und 1 = sup(M) ¢ M.
Die obere (bzw. untere) Grenze einer Menge M muf} also nicht in M liegen.

3. Sei M = {r € Q:r? < 2}. M ist nicht leer (0 € M). Aber existiert sup (M)? Wenn wir wissen,
daB /2 eine reelle Zahl ist, so ist leicht sup (M) = v/2 zu zeigen. Es ist v/2 € M, weil v/2 keine
rationale Zahl ist.

4. Zur Bestimmung der Fliche des Kreises mit Radius r berechnet man den Flicheninhalt F(E,)
des eingeschriebenen regelméfigen n-Ecks. Er ergibt sich zu F(E,) = r§ sin(27/n) und setzt dann
Flicheninhalt des Kreises ist F(r) = sup{F(E,) : n € N}.

Damit wir sicher wie in Beispiel 3 oder 4 vorgehen kénnen, formulieren wir das folgende Axiom:

Vollsténdigkeitsaxiom:
In R existiert fiir jede nach oben beschriinkte Menge die obere Grenze.

Wir fassen die Eigenschaften der reellen Zahlen zusammen. R ist ein Kérper, der eine Ordnung mit

19



den Eigenschaften 1-7 15, hat und das Vollstdndigkeitsaxiom erfiillt.

Bevor wir Konsequenzen aus dem Vollstandigkeitsaxiom ziehen, brauchen wir noch einige Rechenregeln
fiir die obere und untere Grenze. Dazu sei ) # M. Dann setzen wir fiir z € R

z+M={z4+2: zeM}, zM={zx: z€M}
Satz 1.27 (Rechenregeln fiir sup und inf)

a) Sei b eine obere Schranke von M. b ist genau dann obere Grenze von M, wenn es zu jedem n € N
eimzx €M mitb—%<$§bgibt.

b) Sei a untere Schranke von M. a ist genau dann untere Grenze von M, wenn es zu jedem n € N ein
reM mita§$<a+% gibt.

¢) Es ist
z+sup(M) = sup(z+ M)
z+inf(M) = inf(z+ M)
. _ inf(zM):2>0
zinf(M) - = { sup(zM):2 <0 } )

Aufgabe: Beweisen Sie bitte den Satz (benutzen Sie alle Rechenregeln fiir Ungleichungen).

Damit erhalten wir die folgenden einfachen Konsequenzen aus dem Vollsténdigkeitsaxiom:

Satz 1.28 ) In R existiert zu jeder nach unten beschrinkten Menge M die untere Grenze.

b) Fiir alle z € R gilt
sup{reQ:r<z} =z =inf{reQ:r >z}

¢) Zu jedem z € R und zu jedem n € N gibt es eine rationale Zahl r € Q mit |z — 7| < %

c¢) besagt anschaulich, dafl Q dicht liegt in R.

Beweis: a) Nach Voraussetzung ist (—1) - M = —M nach oben beschrinkt. Mit den Rechenregeln fiir
die obere und untere Grenze erhilt man inf(M) = — sup(—M).

b) Sei z > 0. Dannist 0 € M : {r € Q:r < z}, M ist also nicht leer und nach oben beschrinkt durch z;
also existiert a = sup(M). Aus a < z wiirde 0 < z — a folgen, also a + % <z

Nach Satz 1.27 gibt es ein r € M mit a—% < r < a. Also ist a+ﬁ <T+% Sa-&-% <z.Dare M,ist
r und damit r + = aus Q. Wegen r + + < z ist also r + £ € M, und damit r + L < a, ein Widerspruch
zu a + % <r+,.Umz =inf{r € Q:r >} zu zeigen, miissen wir zuerst zeigen, dafl {r € Q: r > =z}
nicht leer ist. Aber das folgt aus Archimedes Axiom: es gibt ein n mit nl > z. Dann geht man analog
zum ersten Teil des Beweises vor. Ist schliellich z < 0, so gilt der Satz fiir —z. Aus den Rechenregeln fiir
inf und sup folgt er fiir x.

¢) Sei z € R und n € N beliebig. Nach a) gibt es einr € Qmit z —+ <r < g, also [z —r|=z—7r < L.

20



Kapitel 2

Folgen und Reihen

2.1 Einfiihrung

Reelle Zahlenfolgen begegnen uns unter anderem in den folgenden Zusammenhéngen.

Folgen von Meflwerten

Zur Bestimmung der Erdanziehungskonstanten kann man eine Bleikugel fester Masse aus ein und dersel-
ben Hohe h auf die Erde fallen lassen und die Fallzeit bestimmen. Man erhiilt die Mef3daten ¢y, ¢, t3,- - -,
im Idealfall also eine unendliche Folge von Meflwerten.

Algorithmen zur Berechnung von Zahlen
Der bekannteste Algorithmus ist der zur Bestimmung der Quadratwurzel v/a aus einer positiven reellen
Zahl a. Es handelt sich um eine rekursiv definierte Abbildung:

1 a
ag=a, apt1 = E(an + a)
Man erhélt also z.B. durch einen Rechner nacheinander die Zahlen ag, a1, as, as, - - -. Sie ndhern sich sehr
schnell /a. Zum Beispiel ist fiir a = 4 (das wihlen wir, weil wir v/4 exakt kennen) ay = 2 auf 30 Stellen
genau.

Entwicklung diskreter Systeme

Sei S ein biologisches System, von dem wir im Takt einer Zeiteinheit eine charakteristische Grofle beob-
achten. Ist S zum Beispiel eine Bakterien einer bestimmten Art enthaltende Nihrlosung, so kénnen wir
nach jeder Sekunde die Zahl z der Bakterien bestimmen. Ist T die Tragekapazitit der Nihrlsung, d.h.
die maximal mogliche Bakterienzahl in ihr, so ist der Quotient = z/T der Bruchteil der Tragekapazitiit,
der gerade vorhanden ist. Der Mathematiker P. Verhulst (1804 - 1849) hat fiir die zeitliche Entwicklung
solch eines Systems das folgende Modell vorgeschlagen:

ZTnt1 = qrn(1 — x,). Hier ist g eine die Giite der N#hrlosung beschreibende Konstante.

Bei festem Anfangswert xo erhilt man nacheinander die Zahlen z;, 2,23, -, die zur Voraussage des
Systems benutzt werden konnen. D.h. stimmt das Modell mit der Wirklichkeit iiberein und kennt man
g und zg, so 148t sich die Zahl z,, = z,/T nach n Zeiteinheiten vorausberechnen und damit lassen sich
Voraussagen treffen.

Anleitung zum SeqPlot-Applet Wir kénnen uns die zeitliche Entwicklung fiir verschiedene ¢ anschau-
en. Damit wir besser vergleichen kénnen, wihlen wir immer denselben Anfangswert xg = 0.3. Schauen
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Sie sich die ersten 100 Schritte der Entwicklung an fiir die Werte ¢ = 2.5, ¢ =3.2, ¢ = 3.5, ¢q=
3.6, ¢ =4.0. Vergleichen Sie die Entwicklungen. Wodurch unterscheiden sie sich?

Mathematisch gesehen ist eine Folge offenbar nichts anderes als eine Abbildung von Ny in R.

Definition 2.1 Seik € Z und Ay, ={n € Z:n > k}.
FEine Abbildung a: Ap = R, n — ay, heifit bei k beginnende Folge reeller Zahlen, in Zeichen: (an)n>k -

Folgen erhalten wir z.B. durch eine Formel, d.i. eine Rechenvorschrift zur Berechnung von a,, oder durch
Rekursion (oder natiirlich durch eine beliebige Zuordnungsvorschrift)

Beispiele: In den Beispielen ist Ay = N oder A; = Ny,

1.Nane— =t (andere Schreibweise: a, = +)
2. N>nw27" (a, =277)
3.Non—(n+1)2-27" (an = (n +1)227™)
4. ap = ¢, any1 = 5(an + =) fiir fest gewshltes ¢ > 0

5. an = (1+(=1)")
6. an=3"1/k

7. a, =Y 2k

8 an = Yn(-2)
9.

an = Z?(_l)k/k
10. an =35 2"

11. ap = 0.3, an41 = gan(1 — ay)

Wihlen Sie ¢ = 2.5, 3.2, 3.5, 3.6, 4.0

Anleitung zum SeqPlot-Applet Schauen Sie sich nacheinander die ersten hundert Glieder einer jeden
Folge an (bei 10. bitte nur die ersten 10 Glieder). Sie beobachten verschiedenes Verhalten. Hier eine Liste
moglicher Verhaltensweisen (s.a. [Wolff], S. 43)

1. Die Folge hiuft sich an genau einem Punkt.
2. Die Folge h&uft sich an mehreren Punkten.

3. Ein Teil der Folge lduft nach oo, d.h. aus dem oberen Bildrand hinaus (das kann man am Computer
nicht besser zeigen. Prizisieren Sie, was gemeint ist). Sie miissen evtl. dazu noch viel mehr Glieder
betrachten, um das festzustellen. Beweisen konnen Sie so etwas nicht durch Bilder.

4. Ein Teil der Folge lduft nach —oo (Prizisieren Sie das!).
5. Die Folge liegt ganz zwischen zwei festen Zahlen ¢ < d.

6. Die Folge ist periodisch, das heifit, es gibt ein p > 1 mit ap4p = a, fiir alle n.
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7. Die Folge kommt jedem Punkt eines Intervalls [¢,d] = {z : ¢ < 2 < d} beliebig nahe. Sie fiillt das
Intervall scheinbar aus.

8. Die Folge steigt an: a,, < a1 fiir alle n.

9. Die Folge fallt: a,, > an1 fiir alle n.

Checken Sie bei jeder Folge, welche der genannten Eigenschaften sie hat. Wenn Sie durchweg anneh-
men, dafl die Folgen die zeitliche Entwicklung von Sytemen beschreiben, spiiren Sie, wie wichtig diese
Eigenschaften und deren Beweis ist.

H&iufungspunkte einer Folge

Wir haben in den Bildern gesehen, daf} sich manche Folgen bei bestimmten Zahlen hiufen. Wir prizisieren
dies nun:

Sei ¢ € R und £ > 0. Dann nennen wir das Intervall U(c,e) =]c—¢,c+e[={z:c—e <z <c+e}
eine (offene) e-Umgebung von c. € kann in den Anwendungen beliebig grof3 sein. Es ist aber gut, wenn
Sie sich € meist als klein vorstellen.

Definition 2.2 (Hdufungspunkt einer Folge)
c € R heift Hiufungspunkt der Folge (an)n>r wenn in jeder e-Umgebung U (c, )

unendlich viele Glieder der Folge liegen, d.h. wenn zu jedem € > 0 die Menge A(e) = {n : a,, € U(c,¢)}
unendlich ist.

Aufgaben:

1. Zeigen Sie, dafl 0 Haufungspunkt der Folgen
(I/m)nen, ((=1)"/n)nen,  (q")nen  (lg| < 1) ist.

2. Bestimmen Sie die Hiufungspunkte der Folgen

1+ (=D™nen,  (=1)"- (14 3))nen, (nmodd)nen
Beweisen Sie Thre Aussagen.

3. Bestimmen Sie die Hiufungspunkte von (an)n>0 mit a, = Y p_o(—2)7*.

Beweisen Sie Thre Aussagen.

Wir nennen eine Folge a = (ap)n>r nach oben beschrinkt wenn ihr Bildbereich {a, : n > k} nach
oben beschrénkt ist. Entsprechend heifit a = (an)n>r nach unten beschrénkt, wenn ihr Bildbereich
nach unten beschrinkt ist. Die Folge heifit beschrinkt, wenn sie nach oben und unten beschrinkt ist.

Aufgabe: Bestimmen Sie welche der obigen Beispielsfolgen beschrénkt ist, welche nach oben bzw. nach
unten unbeschrinkt sind.

Wenn Sie noch einmal zuriickblicken, werden Sie im Bild zu der Ansicht kommen, daf} jede beschrinkte
Folge (an)n>r mindestens einen Haufungspunkt hat. Daf dies kein Computer-Artefakt ist, werden wir
nun beweisen.

Theorem 2.3 (Satz von Bolzano-Weierstraf})
Sei a = (an)n>k eine beschrdinkte Folge. Dann besitzt a mindestens einen Hiufungspunkt.
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Beweis: Fiir jedes feste | > k sei A = {a, : n > [}. A selbst ist der Bildbereich der Folge, also
beschrénkt. Es gibt also Zahlen ¢ < d mit Ay C [¢,d] = {z: ¢ <z < d}. Wegen A; C Ay, fiir [ > k ist 4
auch beschrinkt, es existiert also @; := sup(4;) und es gilt ¢ < @; < d. Damit ist die so erhaltene Folge
(@)i>r ebenfalls beschrénkt. Es existiert also # = inf{a@; : | > k}.

Behauptung: x ist ein Haufungspunkt von (an)n>-

Beweis: Sei € > 0 beliebig. Nach Definition von z gibt es ein Iy > k mit ¢ < @, < z+¢. Nunist 4; C A,
fiir alle [ > l. Daraus folgt <@ <@y, < x + ¢ fiir alle [ > ly. Nach Definition von @; als obere Grenze
folgt nun wieder die Existenz eines n(l) > | mit

T —e < — € < apq < a. Damit ist insgesamt z — & < ap() < T + ¢, also ist

anq) € A(e) = {n: a, € U(z,e)}. Wegen n(l) > [ ist {an() : I > k} unendlich, also ist A(e) unendlich.
Da £ > 0 beliebig war, folgt die Behauptung.

Lemma 2.4 Ist (a,)n>k eine reelle Zahlenfolge mit ¢ < a, < d fiir alle n, so liegt auch jeder Hdiufungs-
punkt x der Folge (an)n>r zwischen ¢ und d.

Beweis: Wir erinnern an U(z,e) = {y: z—¢e <y < z+¢}. Sei x ein Hiufungspunkt und € > 0 beliebig.
Dann ist A(e,z) = {n : a, € U(z,¢)} unendlich. Also ist U(z,¢) N [c,d] # 0. Wire das Lemma falsch, so
wire entweder z < ¢ oder x > d. Im ersten Fall wire U(z,¢) N [c,d] = @ fiir e = 52, in zweiten Fall fiir
””%d. Beide Male erhielten wir also einen Widerspruch.

Satz 2.5 Sei (an)n>r eine beschrinkte Zahlenfolge. Dann ist die Menge H aller Hiufungspunkte nicht
leer und beschrinkt. Ihre obere Grenze sup(H) ist selbst ein Hiufungspunkt, der grifite Hiufungspunkt
lim sup,,> an, gelesen Limes Superior von (a,).

Die untere Grenze inf(H) ist ebenfalls ein Haufungspunkt, der kleinste Haufungspunkt

liminf,> a,, gelesen Limes Inferior von (a,).

Beweis: Dafl H nicht leer ist, folgt aus dem Satz von Bolzano-Weierstrafl. Dal H beschrinkt ist, folgt
aus dem vorausgegangenen Lemma. Damit existieren untere und obere Grenze von H und wir miissen
nur noch zeigen, daf} sup(H) und inf(H) selbst Hiufungspunkte sind.

Behauptung: sup(H) =: y ist ein Hiufungspunkt von (an)n>k-

Beweis: Sei € > 0 beliebig. Wir miissen zeigen, dafl A(e,y) = {n > k:y — ¢ < a, < y + ¢} unendlich
ist. Zu n = /2 gibt es nach Definition der oberen Grenze ein z € H mit y —n < z < y. Da z ein
Hiufungspunkt ist, ist A(n,2) = {n > k:2z—n < a, < z+ n} unendlich. Ist nun aber n € A(n, 2), so ist

ly —an| <l|y—z|l+|z—as]
<ly=(@—-n)+n
257

also n € A(e,y). Damit ist A(n, z) C A(e,y), also ist auch diese Menge unendlich.

Behauptung: inf(H) =: z ist Hiufungspunkt von (an)n>k-

Beweis: Entweder ganz analog zum vorausgegangenen Beweisteil, oder aber Sie benutzen, da§i —H ={—z :
z € H} die Menge der Haufungspunkte von (—ay,),> ist. Dann ist sup(—H) = — inf(H) Haufungspunkt
von (—an)n>k, also ist inf(H) Haufungspunkt von (an)n>k-

Wir werden diesen Satz bei der Bestimmung des Konvergenzradiusses einer Potenzreihe benétigen, siehe
Theorem 2.20
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2.2 Konvergente Folgen

Von mathematischer sowie von systemtheoretischer Seite her sind diejenigen Folgen von héchstem In-
teresse, die beschrinkt sind und genau einen Haufungspunkt haben. Ein Algorithmus zur Berechnung
einer Zahl ¢ soll ja Zahlen a,, liefern, die genau dieser Zahl und keiner anderen immer niher kommen. Ist
(an)n>o0 die Beschreibung der zeitlichen Entwicklung eines Systems, so kann man die ferne Zukunft des
Systems dann besonders gut voraussagen, wenn man aufgrund der Information iiber (a,),>o wei3, daf§
die Glieder a,, genau einer festen Zahl ¢ beliebig nahe kommen. Wir wollen das im nichsten Abschnitt
prézisieren.

2.2.1 Grundbegriffe und Grundtatsachen

Definition 2.6 FEine Folge (an)n>r heifit konvergent gegen c, wenn die Folge beschrinkt ist und c als
einzigen Hdufungspunkt hat. Man schreibt dann ¢ = limy,_o an und nennt ¢ Grenzwert oder Limes der
Folge (an)nZk-

Anleitung zum SeqPlot-Applet Checken Sie alle vorausgegangenen Beispielfolgen auf Konvergenz.
Versuchen Sie zu beweisen (nicht zu lange), dal Thr Check stimmt.

Wir erhalten ein erstes Konvergenzkriterium.

Satz 2.7 Eine Folge (an)n>k konvergiert genau dann gegen c, wenn es zu jedem € > 0 ein n(e) gibt mit
|c — an| < € fiir alle n > n(e).

Beweis: (I) Es gelte ¢ = limy,_,o0 an-. Sei e > 0 beliebig und B(e) = {n : |c—ay| > €}. Ist B(e) endlich, so
erfiillt n(e) = max(B(e)) + 1 die behauptete Bedingung |¢ — ay| < € fiir alle n > n(e). Angenommen B(g)
wére unendlich. Dann ist keine der Mengen By, () = {r € B(e) : r > n} leer, also hat jede dieser Mengen
ein erstes Element r(n). Die neue Folge n + a,(,) =: b, ist beschrankt, da (an)n>k als konvergente Folge
beschrinkt ist. Sie besitzt nach dem Satz von Bolzano-Weierstraf} also einen Haufungspunkt d mit d # c.
Denn aus d = ¢ wiirde folgen, dafl {n : b, € U(e,c)} = {n : a,n) € U(e,c)} unendlich ist, aber es gilt
ay(n) ¢ Ul(e,c) fiir alle n, ein Widerspruch. Da d Haufungspunkt ist ist {n : a,,) € U(e,d)} unendlich, d
ist also Haufungspunkt von (a,),>k, ein Widerspruch dazu, daf8 ¢ der einzige Haufungspunkt ist.

(IT) Es gelte: Fiir alle € > 0 gibt es n(g), so da8 fiir alle n > n(e) stets |c — a,| < €, also a,, € U(c,¢) ist.
Dann ist (ap)n>k zunichst beschréinkt. Denn fiir e = 1 und alle n > n(1) ist |ay| < |ap, —c|+]|c] < 1+]c]|.
Fiir n <n(1) ist |a,| < max(|ai|,--- ,|an(1)|) = b. Insgesamt ist also |a,| < 1+ |c| + b fiir alle n.

Dafl ¢ ein Haufungspunkt von (an)n>r ist, ist klar.

Weiterhin ist ¢ einziger Haufungspunkt. Denn angenommen d # ¢ wire ein weiterer Hiufungspunkt.
Dann ist fiir € = ‘C;—dl die Menge A(e) = {n : a, € U(e,d)} unendlich.

Sei n(g) so bestimmt, da§ ¢ — a,,| < € fiir alle n > n(e). Da A(e) unendlich ist, gibt es ein n > n(e) aus
A(e). Dann gilt |¢ — d| < |¢ — an| + |an — d| < € + € = Z|c — d|, ein Widerspruch.

Anleitung zum SeqPlot-Applet Konvergenztest am Bildschirm

Im Folgenden kénnen Sie sich ganz leicht davon {iberzeugen, ob eine Folge konvergiert oder nicht. Be-
stimmen Sie gegebenenfalls den Grenzwert ¢, zeichnen Sie zu e > 0 U(c,¢) und lesen Sie am Bildschirm
ein zugehoriges n(e) ab. Priifen Sie es gegebenenfalls mit dem von Thnen rechnerisch bestimmten.

1. ap, =1/n?
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2 a
5. an=1—34+5—1x--+(-1)""/n
6. ap = ’f%
Toan=7 g2k
8.

mehrere eigene Folgen.

Das obige Konvergenzkriterium ist im allgemeinen unhandlich. Mit den folgenden Rechenregeln erhalten
wir sofort die Konvergenz sehr komplizierter Folgen. Ein einfacher Trick ist die Benutzung von Null-
folgen. Eine gegen 0 konvergente Folge heifit Nullfolge. Die wesentliche Erleichterung zur Berechnung
konvergenter Folgen ist die Beobachtung:

Lemma 2.8 a) Seien (an)n>r und (bp)n>r Nullfolgen und c,d > 0. Ist (x,)n>k eine Folge mit |z,| <
clan| +d|by|, fir alle n, so ist (xn)n>r eine Nullfolge.

b) Eine Folge (an)n>r konvergiert genau dann gegen c, wenn die Folge n — |c — ay| eine Nullfolge ist.

Beweis: a) Sei ¢ > 0 beliebig und n = 725 Zu diesem 7 gibt es n1(n) mit |a,| = |0 — a,| < 7 fiir alle

n > nq(n) und ein ny(n) mit |b,| = |0 — b,| < 7 fiir alle n > ny(n).
Fiir n > n(e) = max(ni(n),n2(n)) gilt dann

(c+d)
[0 = zp| = |zn| < clag| +dlby| < (c+d)n crd+l <&,

also gilt 0 = lim x,,.
b) gilt wegen |0 — |c¢ — ay| |= |c — ap]-

Anleitung zum SeqPlot-Applet Sie erhalten aus dem Lemma sofort, dal die folgenden Beispiele
Nullfolgen darstellen. Schauen Sie sich an.

= L. Zu e > 0 gibt es nach Satz 1.20 ein n(e) mit % < e. Dann ist fiir n > n(e) stets
0<i< toce.
n — n(e)

2. ap = 5. Esist 3 < & < L.

3. ap = ¢" mit 0 < |q| <1, vergleiche Satz 1.21 b).

Satz 2.9 (Rechenregeln fiir konvergente Folgen)

a) Ist c =limay, so ist [c| = lim |ay,|
b) Ist ¢ =lima, und d =limb,, so ist c+ d = lim(a,, + b,)

¢) Ist ¢ =lima, und d =limb,, so ist cd = lim(a,b,)
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d) Ist c=lima,, d=1limb, #0 und sind alle b,, # 0, so ist g =lim ‘;—:

e) Ist ¢ =limay,, d=Ilimb, und a, < b, fir alle n, so ist ¢ < d.

Beweis: a) Esist | |¢| — |an| |[< |¢c — an |=: by. (by) ist Nullfolge, also folgt der Satz.
b) Es ist

|(c+d)—(an+bn)| = [(c—an)+(d—bn)]|
|c = an| + |d = by

IA

Das Lemma liefert die Behauptung.
c) Es ist

|ed —anbn | = | (ed — and) + (and — anby)|
| = anl - |d] + |an[|d = b

IN

Als konvergente Folge ist (a,) beschrinkt, es gibt also a mit | a,| < a fiir alle n. Dann ist
| ed — anby |< |d| | ¢ —anl+a | d—by|

und der Satz folgt aus dem Lemma.

d) Esist | 3 — i |= |d”1bn‘ | by —d|.

Zue = % > 0 gibt es n(e) mit |d — b,| < € fiir alle n > n(e). Das bedeutet —% <d-b, < %, also
d o1 2

| bn |< § und damit ae > i

Das Lemma liefert lim ;- = %. Der Rest folgt aus c).

e) Nach b) und ¢) ist d — ¢ = lim(bn — an).
Wegen b,, — a,, > 0 ist auch der Hiufungspunkt d — ¢ > 0 (s. Lemma 2.4).

Aufgaben: Bestimmen Sie durch geschicktes Zerlegen in einfachere Folgen die Grenzwerte der folgenden
Beispiele:
1. a, = (4n® — (=1)"n?)/(5n + 2n?)

(n3—5n)4—n12

2. ap = il

3. an = (3)277

2.2.2 Cauchys Konvergenzkriterium

Anleitung zum SeqPlot-Applet Schauen Sie sich die unten stehenden Folgen an und untersuchen
Sie, welche wohl konvergieren, welche nicht. Was ist bei den konvergenten Folgen der Grenzwert?

Beispiele:
Lan=34 27
2. an =>4, 1/K?
3. an = (-1)"/k
4. an =>4, 1/k!
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5. an =k ﬁ

Obwohl wir bei den Folgen 2, 3, 4 den Verdacht haben, sie wiirden konvergieren, kénnen wir es schon
deshalb nicht beweisen, weil wir den Grenzwert nicht kennen. Wir konnen also keines der bisherigen
Konvergenzkriterien (Haufungspunkt- Kriterium bzw. € — n(e)-Kriterium) anwenden.

Wir sehen aber, daf} die Folgenglieder mit wachsendem Index immer niher zusammenriicken. So ist das
folgende Konvergenzkriterium, fiir das wir den Grenzwert nicht kennen miissen, fast offensichtlich:

Theorem 2.10 (Cauchys Konvergenzkriterium) Sei (a,)n>r eine reelle Zahlenfolge. Die beiden
folgenden Aussagen sind dquivalent.

a) (an)n>k ist konvergent.

b) Zu jedem € > 0 gibt es ein n(e) € N, so dap fiir alle m,n > n(e) stets |am, — an| < € ist.

Beweis: a) = b): Sei ¢ = lim, o an, und € > 0 beliebig vorgegeben. Zu 1 = £/2 gibt es ein n(n) mit
|c—an| < n fiir allen > n(n). Setze n(e) = n(n). Seien m,n > n(e). Dann ist nach der Dreiecksumgleichung

|@m — an| <l|am —¢| + |c—an|<n +n=c¢.

b) = a) Zunichst gibt es zu € = 1 ein n(1) mit |a, — ap| < 1 fiir alle m,n > n(1), also fiir alle n > n(1)
lan] < lan — any| + lan@)| < 1 + |ap|. Also ist die ganze Folge beschrénkt durch 1 + |any)| +
lan@y—1] + -+ + |ag| (k: der erste Index der Folge). Damit hat die Folge nach dem Theorem 2.3 von
Bolzano-Weierstrafl einen Haufungspunkt c. Es ist der einzige Haufungspunkt. Denn angenommen d # ¢
ist ein weiterer Haufungspunkt. Zu € = 43¢ gibt es ein n(e), mit | an, — an, |< € fiir alle m,n > n(e). Dad
und ¢ Hiufungspunkte sind, sind die Mengen A(e,c) = {n: [c—a,| < e} und A(e,d) = {n: |d—a,| < €}
unendlich. Es gibt also r > n(g) mit |¢c — a,| < € und s > n(e) mit |d — as| < ¢, d.h.

[d—¢c| = |d—as+as—ar+a—¢|
< |d—as| +|as — ar| + |ar — ¢

3
e + ¢ + E:Z-|d—c|

A

ein offensichtlicher Widerspruch.

Aufgabe: Untersuchen Sie mit diesem Kriterium, welche der vorangegangenen Beispielsfolgen konver-
giert, welche nicht.

2.2.3 Monotone Folgen

Eine reelle Zahlenfolge (a)n>r heift monoton wachsend wenn fiir alle Indizis n stets ap < anpy1 ist,
also ap < apy1 < agq2 < --- gilt. Sie heifit streng monoton wachsend, wenn stets a, < an4+1 gilt. Sie
heifit monoton fallend, wenn stets a,, > ap41 gilt und streng monoton fallend, wenn stets a,, > ap41
gilt. Eine Folge heifit monoton wenn sie entweder monoton wachsend oder monoton fallend ist.

Anleitung zum SeqPlot-Applet Schauen Sie sich die folgenden Beispiele an. Welche Folge ist monoton
wachsend, welche monoton fallend, welche nichts von beiden? Beweisen Sie Thre Vermutungen! Welche
der monotonen Folgen konvergieren?

Beispiele:
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1. a, = %

2. a, = (-1)"/n.

3. an=(14+)"

4. a, = (1_1‘1:1“) fiir ¢ = § bzw. fiir ¢ = (—3.

5. ap = 5, apy1 = aT" + 2.

Qn
6. an=>p_o1/K!
7. ap =n>.

Monotone Folgen sind besonders einfach auf Konvergenz hin zu untersuchen.

Satz 2.11 Eine monotone Folge (an)n>r ist entweder unbeschrinkt oder konvergent. In diesem Fall
konvergiert sie gegen

sup{an : n > k} .| monoton wachsend | .
{ inf{a, : n >k} } wenn Sze{ monoton fallend } 15t

Beweis: Sei (an)n>, monoton wachsend und beschrénkt. Dann existiert nach dem Vollstandigkeitsaxiom
19 die obere Grenze ¢ = sup{a, : n > k}. Weil ¢ obere Grenze ist, gibt es zu jedem r € N ein n(r) mit
¢— 1 < ap(y < c. Aber da die Folge monoton wachsend ist, gilt fiir alle n > n(r) stets ¢ — 2 < @, <
an < ¢, also [¢ — an| = ¢ —an <c—(c— 1) = L Hieraus folgt c = lima,.
Ist (an)n>r monoton fallend, so ist (—an)n>r monoton wachsend und der Satz folgt aus den Rechenregeln
fiir sup und inf und fiir konvergente Folgen.

2.3 Teilfolgen

Anleitung zum SeqPlot-Applet Schauen Sie sich einmal die Folge ((—1)"(141)),>1 an. Sie hat zwei
Haufungspunkte. Sehen Sie sich im Bild die Glieder mit geradem Index an, also die Folge (1 + 5)n>1
und dann die Glieder mit ungeradem Index, also die Folge (—(1 + 5-17))n>1-
Eine nicht konvergente Folge kann also “Teilfolgen” haben, die konvergieren.

Wir prizisieren den Begriff der Teilfolge.

Definition 2.12 (Teilfolge)
Teilfolge] Sei (an)n>k eine Folge und g : {n :n > k} — {n : n > k} eine streng monoton wachsende
Folge, d.h. es gelte g(n) < g(n + 1) fiir alle n. Dann heift die Folge (ay(n))n>r Teilfolge von (an)n>x-

Es handelt sich genau genommen um die Hintereinanderausfithrung der beiden Abbildungen a und g. Die
Teilfolge ist die Abbildung aog:{n:n >k} — R, n ayy.

Aufgabe: Bestimmen Sie in den folgenden Beispielen konvergente Teilfolgen:

La, = (Q+EL

2. a, = mnmod3
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3. a, = (1+nm7?d3)n

Hiufungspunkte einer Folge kann man durch Teilfolgen erreichen.

Satz 2.13 Sei c ein Haufungspunkt der Folge (ay)n>r- Dann gibt es eine Teilfolge (ag(n))n>k, die gegen
¢ konvergiert.

Beweis: Wir setzen wieder A;(¢) = {n >1:|c—a,| < €}. Da c ein Hiufungspunkt der Folge (an)n>
ist, ist kein A;(e) leer. Wir definieren nun induktiv

g(k) = min(A;(27%)), das ist das kleinste Element von Ag(27%)

g(n +1) = min(A4y,)41(27")), also das kleinste Element von Ag(,y41(27"). Wir erhalten g(n + 1) >
g(n) + 1, also ist g streng monoton wachsend. Ferner ist |c — ayn)| < 277, also ((¢ — ag(n)))n>k eine
Nullfolge. Das beweist ¢ = lim,, 00 Gg(r)-

Damit erhalten wir die folgende Variante des Satzes von Bolzano-Weierstrafl (siehe Theorem 2.3):
Theorem 2.14 Jede beschrinkte Folge besitzt eine konvergente Teilfolge.

Aufgabe: Finden Sie selbst den Beweis unter Benutzung des Satzes von Bolzano-Weierstrafl Theorem
2.3

2.4 Unendliche Reihen

In der Schule haben Sie die geometrische Reihe kennengelernt (vielleicht im Zusammenhang mit dem Pro-
blem “Achilles und die Schildkrste”). Sie haben die Gleichung Y~72,1/2% = 2 oder sogar die Gleichung
Y peo@® = 1 fiir |z| < 1 kennengelernt. Wiederholen Sie, was damit gemeint war.

Definition 2.15 (Unendliche Reihen)

a) Sei (an)n>k eine reelle Zahlenfolge. Dann heift die durch s, = Y., a; gegebene Folge (sn)n>k
unendliche Reihe. Statt (sp)n>k schreibt man >°;°, a;. Die Folge (an)n>k heift die Folge der
Glieder der unendlichen Reihe.

b) Ist die Folge (sy,) konvergent mit lim,_,oo $Sp = ¢, so schreibt man Y =, a; = c.

Man verwendet also leider dasselbe Symbol Y~ a, in zwei verschiedenen Bedeutungen, nimlich einmal
als Symbol fiir die Folge der Teilsummen und einmal als Grenzwert dieser Folge.

Bei unendlichen Reihen eignet sich das Cauchy-Kriterium (siche Theorem 2.10) besonders zum Nach-
weis der Konvergenz. Dazu berechnen wir die Differenz |s,, — s,|, wobei wir ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit m > n, also m = n + p annehmen. Dann ist

n+p n n+p
Jsm = sal = 1D @ =3 e l=| 3 al.
=l =k I=n+1

Damit erhalten wir den Satz
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Satz 2.16  a) Die unendliche Reihe ) >, a; ist genau dann konvergent, wenn zu jedem & > 0 ein n(e)
existiert mit | ;0P a; |< e fir alle n > n(e) und alle p > 1.

b) Ist die Reihe Y ,°, a; konvergent, so ist die Folge (an)n>k eine Nullfolge.

Aufgabe: Fiihren Sie den Beweis aus. Beachten Sie, dafl b) aus a) folgt, indem man p = 1 wihlt.

Anleitung zum SeqPlot-Applet Schauen Sie sich die folgenden Reihen an. Welche konvergieren,
welche nicht?

LX,1/2"

Y (<R
3. Zzil 1/k2

4. 30, m
5. 3 ey 1/k

6. > reo Q;TI: fir x =1,—1 und 2.

N

Beispiel: Geometrische Reihe

Die Reihe Y 77, z* konvergiert fiir |z| < 1 und divergiert fiir |z| > 1.
Denn esist firz #1 s, = Yr_,af = =20
gilt.

72— und (2")n>0 ist genau dann eine Nullfolge, wenn |z| < 1

Absolut konvergente Reihen

Die wichtigsten Reihen sind absolut konvergent. Genauer gilt:

Satz 2.17 Sei (an)n>k eine beliebige Folge reeller Zahlen, so daf die Reihe 2, |a;| mit den Absolut-
betrigen |a;| als Glieder konvergiert. Dann konvergiert auch die Reihe Y-, ap und es gilt | > =, ai| <

Dk lak-
Ist 3,24 |ax| konvergent, so heifit die Reihe }~,°, a) absolut konvergent.

Beweis: Sei ¢ > 0. Nach Voraussetzung konvergiert »,°, |a;|, also gibt es nach dem Cauchykriterium

Satz 2.16 ein n(e) mit 3 ;7 1 lar| < ¢ fiir alle n > n(e) und p > 1. Aus der Dreiecksumgleichung erhalten

wir fiir dieselben n und p | 3777 @ [< 7P, | |ai| < e, also wiederum nach dem Cauchykriterium die
Konvergenz der Reihe Y2, a;. Fiir alle n gilt | >, a |< Y0, | @ |[< X2, | ai |, also erhilt man
nach Satz 2.9 a) | Y207 a1 | = | ity o0 7 a1 | = Titinson | 3oy a1 |S Xe fa | -

Aufgaben: Welche der folgenden Reihen sind absolut konvergent?
1LY (1) /n?
2. Yo (=1)"/n!
3. 0L (=)
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4. 30 (=" 0<g<l.

Anleitung zum SeqPlot-Applet Schauen Sie sich die Reihen >, a, und Y >, | a, | bei jeder
Aufgabe am Bildschirm an.

Mit dem Begriff der absolut konvergenten Reihe erhalten wir sofort die folgenden Konvergenzkriterien
fiir Reihen:

Satz 2.18 Sei ) ., cx eine beliebige Reihe.

a) (Wurzelkriterium) Gilt fir die Glieder von einem ng an stets {/|cn| < g < 1 fir ein festes q, so
konvergiert die Reihe Zgo ¢ absolut. Die Bedingung besagt limsup {/|c,| < 1.
b) (Quotientenkriterium) Gilt fir die Glieder von einem ng an stets | = |< g <1 fiir ein festes

q, so konvergiert die Reihe Zgo ¢, absolut.

Beweis: a) Es ist fiir n > ng stets |c,| < ¢", also

n no—1 n no—1 1
k
Dol <D derl + Yo @ <D el + 1—¢
k=0 k=0 k=ng k=0
woraus die Behauptung folgt
b) Fiir n > ng und p € N ist
| Cn+p |= Cntp  Cntp-1  Cntl < ¢
Cn Cn4p—1 Cnip—2 Cn
und damit folgt |c,| < |ep, | -g~™0g¢™ fiir alle n > ng.
Das ergibt fiir solche n
n no—1 n
Z|cn| < Z len | + [ eng |47 qu
k=0 k=0 k=no
no—1 1
<

L —
2 el e ™ 7

woraus die Behauptung folgt.
Bitte 16sen Sie unbedingt die folgenden Aufgaben, um die Konvergenzkriterien zu trainieren:

Aufgaben: Zeigen Sie, dafl die folgenden Reihen absolut konvergieren.

k
IDIE 2

2. Sei (bn)n>0 eine beschriinkte Zahlenfolge und |z| < 1. Betrachten Sie die Reihe Y ;- byz*.

3. Es gelte lim {/|a,| = 0.
Dann konvergiert die Reihe Y p , axz® fiir alle z aus rr absolut.

4. Es sei die Folge ( }/|an|)n>0 beschrénkt.
. » . 1 . n .
Dann konvergiert Y po o apz® fiir alle z mit |z| < — P absolut (limsup {/|a,| > 0 wird

vorausgesetzt).
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Bevor wir die wichtige Klasse der Potenzreihen behandeln, wollen wir sehen, wie man Reihen miteinander
multipliziert.

Theorem 2.19 (Cauchy-Produkt)
Seien > pogar und Y, by absolut konvergente Reihen. Fiir jedes n sei ¢, = Y p_oGkbn—k. Dann
konvergiert die Reihe .- cn absolut und es gilt

oo o0 o0

Z Cp = Zak . Zbl

n=0 k=0 1=0
Beweis: siehe [Wolff], S. 67/68.

Potenzreihen

Sei (an)n>o eine beliebige reelle Zahlenfolge. Dann heifit die Reihe Zi’f’:o an,z™ Potenzreihe.
Es gilt der folgende zentrale Satz.

Theorem 2.20 Sei (an)n>o0 eine beliebige reelle Zahlenfolge. Sei

0, falls (3/|an|),,> unbeschrankt ist
R= 00, falls lim {/|a,| =0

1
— sonst
limsup ¥/|an|’

Dann gilt:

a) Fir alle z € R mit |z| < R konvergiert die Reihe Y .- o anz™ absolut.

b) Fiir kein x € R mit |z| > R konvergiert die Reihe. R heifit Konvergenzradius der Reihe.

Fiir den Fall |z| = R lassen sich allgemein keine Aussagen machen.

Beweis: (I) Ist lim {/|a,| = 0, so konvergiert die Potenzreihe fiir alle |z| < oo absolut, (siehe Aufgabe
3 auf S. 32) fiir diesen Fall ist der Satz also bewiesen.

(IT) Sei jetzt {/|an|)n>0 beschrinkt, aber keine Nullfolge. Dann ist r := limsup {/|ap| > 0. Sei 2 € R mit
|z| < . Dann ist limsup {/|ana”| = r|z| < 1, also ist die Reihe Y ;> ayz™ nach dem Wurzelkriterium
absolut konvergent.

(III) Sei jetzt |z| > R.

(i) Ist R = 0, so ist die Folge (}/|an|)n>0 unbeschrinkt. Wir zeigen, daf fiir || > 0 die Folge (an2™)n>0
keine Nullfolge und daher > ° a,z™ nach dem Cauchykriterium Satz 2.16 nicht konvergent ist. Wire
(anx™)n>o eine Nullfolge, also |apz™| < 1/2 fiir n > n(1/2), so wire fiir n > n(1/2)

1 1
Vlan| = m Vlanz™| < m V1/2<1,

also (3/]|an|)n>0 beschrinkt, ein Widerspruch.
(i) Ist R > 0, so ist wegen |z| > R r = limsup {/|an| > 0 und aus = > L folgt limsup {/|anz"| = |z|r >
1, damit ist (a,z™)n>0 keine Nullfolge, die Reihe Y~ a,z™ also wieder nicht konvergent.
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Korollar 2.21 Seien Y’ anz™ und Y o b,z™ Potenzreihen mit Konvergenzradien R bzw. S. Dann gilt

fiir |z| < min(R, S) stets
z anx™ - Z bz = Z(Z agbp_)x"
0 0

n=0 k=0

Der Konvergenzradius der rechts stehenden Produktreihe ist also grifler oder gleich min(R, S).

Beweis: Fiir |2| < min(R,S) konvergieren beide Reihen absolut. Wir kénnen also beide nach dem
Cauchyprodukt miteinander multiplizieren. Rechts steht nichts anderes als das Cauchyprodukt siehe
Theorem 2.19.

Die wichtigsten Potenzreihen

1. Geometrische Reihe: )~ ™.
Der Konvergenzradius ist R = 1; fiir |2| < 1 kann man die Potenzreihe berechnen: ) " (2" =

11—z

2. Exponentialreihe: > 7 (2" /n! =: exp(z).
Nach dem Quotientenkriterium konvergiert diese Reihe fiir alle z € R, also ist der Konvergenzradius
R = 00. Aus der Cauchy-Produktformel Theorem 2.19 erhilt man die fundamentale Formel

exp(z +y) = exp(z) exp(y)

Also insbesondere 1
exp(—z) = p(@)

. . . . 2k+1
3. Sinus-Reihe: sin(z) := Zk:o(_l)km

Der Konvergenzradius ist R = oo. Denn setzen Sie

_ 0 k gerade
U= (—1)k-r2. % kungerade [

so ist sin(z) = Y oo cpz™. Weil die Exponentialreihe den Konvergenzradius R = oo hat, gilt
lim {/1/n! = 0 = lim {/|c,|, also ist auch der Konvergenzradius der Sinus-Reihe co. Was diese
Reihe mit dem Schulsinus zu tun hat, wird spéter behandelt.

4. Cosinus-Reihe cos(z) = Zf:o(—l)k%.

Auch hier ist der Konvergenzradius R = oo.

Weitere ebenso wichtige Potenzreihen lernen wir in den spéteren Kapiteln kennen.

2.5 Komplexe Zahlenfolgen und Reihen

Die komplexen Zahlen haben sich nicht nur deshalb als niitzlich erwiesen, weil man z? + 1 = 0 ldsen
kann, sondern sie offenbaren tiefe Zusammenhinge zwischen reellen Reihen und Funktionen, die sonst
nicht verstidndlich werden.

Wir hatten in Kapitel 1 auf S. 18 den Abstand zweier komplexer Zahlen z; und 25 erklirt als
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|21 — 22 | = V(R(z1 — 22))% + (S(z1 — 22))2

Eine komplexe Zahlenfolge (a,),>k ist nun natiirlich nichts anderes als eine Abbildung a : {n : n >
k} — C, die jedem n das Element a,, € C zuordnet. Eine komplexe Reihe ) ;°, aj ist nichts anderes
als die Folge (sp)n>k mit s, = Y1y .

Definition 2.22  a) FEine kompleze Zahlenfolge (an)n>r konvergiert gegen die komplexe Zahl c,
wenn es zu jedem £ > 0 ein n(e) gibt mit | an, — ¢ |< € fir alle n > n(e). Wir schreiben dann
¢ = limy,>q ag.

b) Die unendliche Reihe sz ar konvergiert gegen c, in Zeichen: ¢ = E;’ik ar, wenn die Folge

(sn)n>k threr Teilsummen gegen ¢ konvergiert.

Anleitung zum Applet "komplexe Folgen” Wir zeigen in Bildern, wie die Konvergenz in C aussieht.
Da wir die waagrechte Achse fiir den Realteil, die senkrechte fiir den Imaginérteil brauchen, kénnen wir
den Index n nicht mehr abtragen. Benutzen Sie deshalb die Animation.

l.a, = (1+1/n)+i-(1-1/n).

2. ap = (cos(n/4) + i-sin(n/4))" -2~

3. ap, = cos(l/n) + i-sin(w/2 —1/n).

4. s, = Z’Z:O(COS(TI'/‘Q —;z’sin(w/4 )k

Schauen Sie sich Realteil und Imaginérteil der Folgen an.
Haben Sie auch den folgenden Satz entdeckt?

Satz 2.23 Sei (an)n>k eine komplexe Zahlenfolge.
Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

a) (an)n>k konvergiert.
b) Es gibt eine Zahl c, so daf die reelle Zahlenfolge (| ¢ — an |)n>r eine Nullfolge ist.
c¢) Die beiden reellen Zahlenfolgen (R(an))n>r und (I(an))n>r sind konvergent.
d) Es gilt das Cauchykriterium: Zu jedem € > 0 gibt es ein n(e) so daf fir alle m,n > n(e) stets
| am — an |< € gilt.
Ist eine (und damit alle) dieser dquivalenten Bedingungen erfiillt, so gilt

lim a, = lim R(a,) + i- lim F(ay).
n— oo n— o0 n— oo

Beweis: a) = b) Nach Definition der Konvergenz gibt es ein ¢ € C, so daf} zu jedem £ > 0 ein n(c) € N
existiert mit b, := |¢ — a,| < ¢ fiir alle n > n(e). Das ist aber genau das Kriterium dafiir, da8} (b,) eine
Nullfolge in R ist.

b) = ¢) Sei ¢ € C so gewshlt, daB (|c — ap|)n>, eine Nullfolge in R ist. Fiir eine beliebige komplexe Zahl
z = R(z) + i-3(2) gilt nun

|2 1= VR(2))? + (3(2)) > V(R())? = R(2) |
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und ebenso |z| > |S(2)]. Also ist | R(c — a,) |<| ¢ —ay, | und | S(c — a,) |<| ¢ — ap, |. Damit sind
(| R(c — an) )n>k und (| S(c — an) |)n>r Nullfolgen.

Wegen R(c —a,) = R(c) — R(a,) und S(c—a,) = S(a,) folgt nach Lemma 2.8 R(c) = lim R(a,) und
S(e) = lim S(ay,), also ¢).

¢) = d) Es ist zuniichst fiir jede komplexe Zahl z stets |z| <| R(z) | + | S(2) |, wie man sofort
durch Quadrieren der Ungleichung und Satz 1.20 erhélt. Nach c) sind die reellen Folgen (R(a,))n>r und
(3(an))n>k konvergent, erfiillen also nach Lemma 2.8 das Cauchykriterium.

Sei ¢ > 0 beliebig. Zu = €/2 gibt es also ein n(n) mit | R(an,) — R(a,) |< € fir alle m,n > ny(n).
Ferner gibt es ein ny(n) mit | S(am) — S(an) |< € fiir alle m,n > na(n). Sei n(e) = max(ni(n), n2(n)).
Dann ist fiir alle m,n > n(e)

lam —an | < | R(am) —R(an) | + | S(am) — S(an) |
< n+n=e.
d) = a) Wegen | R(2) |< |z| und | S(2) |< |2| erfiillen (R(an))n>k und (S(an))n>k als reelle Folgen das
Cauchykriterium, sind also nach Theorem 2.10 konvergent gegen u bzw. v € R.

Sei ¢ = u + 9v. Dann ist
le—an [<|u—R(am) | +|v—S(as) |,

woraus leicht ¢ = lim(a,,) folgt.
Der Rest ist klar.

Mit diesem Satz koénnen wir sofort die Rechenregeln fiir die Grenzwerte konvergenter komplexer Folgen
genau so beweisen, wie die reeller Zahlenfolgen. Es gilt also (siehe Satz2.9):

|lim, an, | = lim|ay,|
lim, a,, +lim, b, = lim,(a, + b,)
lim, ap - limp b, = lim,(ay - by)
fta = lim g2, fallsb, # 0Vnund lim b, # 0.

Zusétzlich gilt
lima, = lima,,
wie man dem Satz sofort entnimmt. Vor allem gilt das Theorem 2.20 iiber die Konvergenz von Potenz-

reihen auch fiir komplexe Potenzreihen. So kénnen wir die Exponentialreihe exp(z) auch fiir komplexe
Zahlen z erkldren und erhalten dieselbe Formel

exp(z1 + 22) = exp(z1) exp(22).
Aus ihr erhélt man die besonders wichtige Formel:
exp(z) = exp(R(2)) - exp(iS(2))

Auflerdem ergibt sich die Eulersche Formel

exp(it) = cos(t) +isin(t) und damit
|exp(it)| = 1 VteR, also
lexp(z)] = exp(R(2)).
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Beweis: Zum besseren Verstdndnis wiederholen Sie bitte die Reihen fiir Sinus und Kosinus siehe S. 34.
Es ist

& ()r 2, (it)k
explit) = 3 - = lim 30 G
k

Wegen i? = —1,i* =1 ist
2n (Zt)k n A t2k n t2k71

H;(_l)km'

Nach den Rechenregeln fiir Grenzwerte von Folgen ergibt sich die erste Behauptung. Die zweite folgt so:
Es ist

T Y TS
exp(—it) = 3 (i)t b = S R 5 OOF G,

also
| exp(it) [*=| exp(it) - exp(it) |=| exp(—it) exp(it) |=| 1 |= 1

Der Rest folgt aus der Multiplikationsformel fiir die Exponentialreihe.
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Kapitel 3

Einfiihrung in die Theorie reeller
Funktionen einer Veranderlichen

3.1 Grundbegriffe

3.1.1 Definitionen und Vereinbarungen

Reelle Funktionen einer Veréinderlichen bringen die Abhiingigkeit einer Grofie von einer einzigen anderen
zum Ausdruck. In der Realitét hiingt eine GréBe (das ist im Moment etwas, das man experimentell
messen kann) von mehreren anderen Gréflen ab. Aber in der Praxis nimmt man oft nur eine von ihnen
als wesentlich an, die andere nimmt man als “konstant” an.

Beispiele bilden die folgenden Funktionen

e Blutdruck als Funktion der Tageszeit

e Zahl der Zellen als Funktion der Zeit (in Zellkulturen)

e Fallweg als Funktion der Zeit (beim Herunterfallen von Gegenstéinden)
o Luftdruck als Funktion der Hohe des Ortes {iber dem Meeresboden

o Auslenkung eines Pendels als Funktion der Zeit.

Finden Sie selbst unbedingt drei Beispiele fiir solche Abhéingigkeiten.
Mathematisch sind reelle Funktionen einer Verinderlichen ein Spezialfall von Abbildungen (siehe 1.3)

Definition 3.1 FEine reelle Funktion f einer Verinderlichen ist eine Abbildung einer Teilmenge D
von R nach R.

Hiernach sind auch reelle Folgen reelle Funktionen. Man nimmt D = N.
Wir betrachten im folgenden im wesentlichen nur die folgenden 5 Typen des Definitionsbereichs D

1. D=[a,b)={z€R:a<z<b} abgeschlossenes Intervall
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2. D=la,bj={z€R:a<z<b} links offenes, rechts abgeschlossenes Intervall
3. D=[a,b[={z€eR:a<z<b} links abgeschlossenes, rechts offenes Intervall
4. D=la,b[={z€R:a<z < b} offenes Intervall
)

. Sei J ein Intervall und {z1,--- ,z,} € J. Dann ist D = J \ {z1,--- ,z,}

In 2. kann das linke Intervallende a auch —oo sein: | — 00,b] = {z € R : 2 < b}, in 3. kann das rechte

Intervallende b auch oo sein: [a,00[ = {z € R:a < z}.
In 4. kann jedes der beiden Intervallenden unendlich sein, also

]—00,b] = {xeR:z<b}
la,0o] = {z€eR:a<z}
]—o00,00[ = R

Legen wir uns nicht fest, ob die Intervallenden dazugehoren sollen oder nicht, schreiben wir < a,b >.

Anleitung zum FuncPlot-Applet Schauen Sie sich einige Funktionen an:

1. f(z)=2% D=[-1,1].
D =[-m,n].
3. f(z) =exp(z), D=[-2,2].

3.1.2 Erzeugung von Funktionen

Wenn nichts anderes gesagt wird, nehmen wir D = R an. Die S&tze gelten jedoch fiir beliebiges D, es sei

denn, es wird ausdriicklich etwas anderes gesagt.

Wir beginnen mit konstanten Funktionen:

Sei ¢ € R. Dann ist f(z) = c fiir alle z € D die Funktion, die konstant den Wert ¢ annimmt.
Als zweites betrachten wir die identische Abbildung f(z) = z.

Ist f : D — R eine Funktion und ¢ € R so ist das skalare Vielfache cf von f die Funktion

z—c- f(x).

Zum Beispiel erhiilt man fir f(z) = z: 2f : ¢ — 2z.
Sind f,g : D — R Funktionen, so ist ihre Summe durch

fHg:z f(z)+9(2)
gegeben. Ebenso ist ihr Produkt durch
fg:ax— f(z)g(z)

erklirt.

Mit diesen Vereinbarungen und durch Induktion kénnen wir nun allein aus den beiden Funktionen 1 :

z — 1 und z — z alle Polynome konstruieren.

Ein Polynom ist also eine Abbildung der Form P(z) = > ,_; axz*. Ist ay, # 0, so heiit n der Grad des

Polynoms.
Summe und Produkt von Polynomen sind wieder Polynome
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Quotient zweier Funktionen:
Seien f,g : D — R zwei reelle Funktionen und Dg = {z € D : g(z) # 0}. Dann ist der Quotient 5 auf

D¢ erkldrt durch g(x) = %

Eine rationale Funktion ist in diesem Sinn der Quotient zweier Polynome. Beispiele:

1. f(z)=2*+2z—1

2. f(z) =23

3. flz) =1+22

4 f(2) =z

5. f(z) = 2. Wo ist f nicht erklért?

6. f(z) = Z=L. Wo ist f nicht erklirt ?

Anleitung zum FuncPlot-Applet Schauen Sie sich die Funktionen an. Wie verhalten sie sich, wenn
Sie den Ausschnitt auf der z—Achse vergréflern?

Hintereinanderausfithrung zweier Funktionen.
Seien f: Dy — Rund g : D» — R zwei reelle Funktionen. Das Bild f(D;) liege ganz in D». Dann erhilt
man durch
gof:Di13zm g(f(x))
wieder eine reelle Funktion.

Beispiele:

1. Seien f und g Polynome, also D; = Dy = R. Dann ist g o f wieder ein Polynom. Priifen Sie das
nach!

2. f(x) =22, g(z)=+/lz], gof=|al.

Durch Potenzreihen erklirte Funktionen

Sei (an)n>0 eine reelle Zahlenfolge, so daf8 die Folge ( {/|an|)n>0 beschrénkt ist. Dann ist der Konvergenz-
radius R (siche Theorem 2.20) der Potenzreihe ) >°  anz" echt groBer als 0. Auf D =] — R, R[ ist durch
f(z) = 307 yanz™ eine Funktion gegeben. Die Menge der so erkldrten Funktionen (Polynome gehdren
dazu, warum?) ist extrem wichtig, wie wir anhand der folgenden Beispiele ahnen:

Beispiele:

1. f(z) = exp(z) =Y popg 2¥/K!

k z2k+1

2. f(2) =sin(z) = 3320 (1" Gy

3. f(z) = cos(z) = T30 (~1)* &y

4 flo) = Tplo(-1)fa® = s, ol <1
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Die Theorie der Taylorreihen beschiftigt sich damit, alle Funktionen zu charakterisieren, die durch Po-
tenzreihen gegeben sind (siehe der Abschnitt “Satz von Taylor”).

Weitere Methoden zur Konstruktion von Funktionen sind die Umkehrung bijektiver Funktionen, also zum
Beispiel die Funktion f(z) = /z auf Ry = [0, o[, die Konstruktion als Lisung von Differentialgleichungen
und die Konstruktion als Grenzwert einer Folge bekannter Funktionen. Diese Methoden werden wir spater

kennen lernen.
Treppenfunktionen
Sei A C R eine Menge. Dann heifit die Funktion 14 : z — { 1 zed

0 €A

Indikatorfunktion (“Anzeigefunktion”) der Menge A.

Man kann solche Funktionen auch “Einschalt-Funktionen” nennen. Versuchen Sie dies zu begriinden.

1p =0, 1g=1 (konstante Funktionen).

Eine Treppenfunktion ist eine Funktion der Form t(z) = 3", _, c-14, . Sie hat in der Regel Spriinge. Viele
Funktionen kann man durch solche Funktionen annihern, ein wichtiger Aspekt in der Integrationstheorie
und der graphischen Datenverarbeitung.

Anleitung zum Applet ”partiell dfinierte Funktionen” Treppenfunktionen kennen Sie als Histo-
gramme. Hier ein paar Beispiele:

Beispiele: Wihlen Sie den Ausschnitt der z—Achse so grof3, dafl Sie alle Spriinge sehen!

].. f = 1[071]
2. f = 2 . 1[0,1] + 3 . 1[2’4]

3. f=2-1p01 — 5 lps2

4. f= Eiﬂ(%)zl[g,%r Das ist eine erste Anniiherung an f(z) = z2.

Damit haben Sie die wichtigsten elementaren Regeln zur Bildung komplizierter Funktionen aus einfa-
cheren kennengelernt. Ein Parser ist ein Programm, das bei einer gegebenen Funktion herauszufinden
versucht, wie sie aus einfachen Funktionen und den angegebenen Regeln aufgebaut wurde, um sie bere-
chenbar zu machen.

3.2 Grenzwert von Funktionswerten

Wenn die Funktion f : Ry = [0,00[— R ein naturwissenschaftliches Phinomen beschreibt, méchte man
wissen, wie verhiilt sich f fiir grole Argumente, “fiir grofle Zeiten”. Strebt es da einer festen Zahl zu,
die man dann als Prognose werten kann? Ganz #hnlich will man untersuchen was passiert, wenn man
sich mit den Argumenten einem endlichen Wert néhert. Das kennen Sie aus der Schule: Sei g :]a,b[— R
und a < ¢ < b. Um zu untersuchen, ob g eine “Tangente in ¢ besitzt”, untersucht man die Funktion
S(z) = w auf ]a, b[\{c}. S(x) ist die Steigung der Sekante an die Kurve {(z, g(x)) : z €]a, b[}. Man
will wissen, ob sich S(z) einem festen Wert nihert, wenn z gegen ¢ geht.

Wir prizisieren nun, was wir oben ausgefiihrt haben. Wir kennen schon den Begriff des Grenzwertes
einer Folge. Also fithren wir das Neue auf das Bekannte zuriick. Zunichst brauchen wir den Begriff des
Adhirenzpunktes einer Menge D.
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Definition 3.2 Ein Punkt ¢ (nicht notwendig in D) heifft Adhirenzpunkt der Menge D C R, wenn
es mindestens eine Folge (an)n>1 aus D gibt, die gegen c konvergiert.

¢ heift Hiufungspunkt der Menge D, wenn es mindestens eine Folge (an)n>1 aus D gibt, die gegen
¢ konvergiert und auferdem noch a, # c fir alle n erfillt.

Jeder Haufungspunkt ist also Adhérenzpunkt, aber nicht umgekehrt.
Wir bezeichnen die Menge der Adhirenzpunkte einer Menge D mit D und die Menge ihrer Hiufungs-
punkte mit H(D)

Beispiele:
1. Jeder Punkt des Intervalls D =< a,b > ist Haufungspunkt von D, egal ob die Endpunkte dazu-
gehoren oder nicht.

2. Seien a,b € R, a < b. Dann sind beide Endpunkte a und b des Intervalls D =< a,b > Hiufungs-
punkte von D, egal ob die Endpunkte dazugehoren oder nicht. Es gilt also [a,b] C H(< a,b >).

3. Sei D # () beliebig. Dann ist jeder Punkt aus D ein Adhérenzpunkt von D. Denn sei ¢ € D. Dann
konvergiert die konstante Folge (c,¢,c,--+), also (an)n>1 mit a, = c fiir alle n gegen c und ist aus
D. Als Formel: D C D.

4. Sei D = N. Dann ist jeder Punkt n € N Adhérenzpunkt von N, aber N besitzt keinen einzigen
Haufungspunkt.

Trainieren Sie die Begriffe in den folgenden Aufgaben. Aufgaben:

1. Sei @ # D C R. Zeigen Sie bitte: ¢ ist genau dann Hiufungspunkt von D, wenn ¢ Adhirenzpunkt
von Dy = D\ {c} ist.
2. Jede reelle Zahl x ist Hiufungspunkt von Q. Tip: Benutzen Sie Satz 1.28 c).

3. Zeigen Sie bitte: Sei (an)n>1 eine reelle Folge mit a,, # ay fir m # n. c ist genau dann ein
Haufungspunkt der Menge {a, : n € N} = D, wenn ¢ ein Hiufungspunkt der Folge (im Sinne der
Definition 2.2) ist.

Adhérenzpunkte und Hiufungspunkte kann man auch so charakterisieren:
Satz 3.3 Sei ) # D C R.
a) ¢ € R ist genau dann ein Adhdrenzpunkt von D, wenn fir jedes € > 0 die Menge
le—€, c+e[ND # 0.
b) ¢ € R ist genau dann ein Hiufungspunkt von D wenn fir jedes ¢ > 0 die Menge Jc — €, ¢ + ¢[ND
unendlich viele Punkte enthilt.

Beweis:

a) (I) Sei ¢ ein Adhdrenzpunkt von D. Dann gibt es eine Folge (an)n>1 aus D mit ¢ = lim, ay,. Zu e >0
gibt es also ein n(e) mit |c — a,| < € fiir alle n > n(e). Insbesondere ist ap() €]c — ¢, ¢ + €[ND, diese
Menge also nicht leer.

(IT) Fiir € = 1/n gibt es einen Punkt a,, €]c — 1/n, ¢ + 1/n[ND. Offensichtlich ist ¢ = lim, a,,.

b) (I) Sei ¢ ein Haufungspunkt von D. Dann gibt es eine Folge (a,,),>1 aus D mit ¢ = lim,, a,, und a, # c
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fiir alle n. Wir konstruieren induktiv:

Zu ¢ = 1 gibt es n(1) mit |c — ap(1)| < 1. Sei ap(1),- - - , an(r) schon konstruiert mit a, ;) # an() fiir j # 1
und ¢ — anqy| < 1/1.

Sei d = min{|c — ap)| : 1 <1 < k}. Es ist d # 0 nach Voraussetzung. Zu ¢ = min(ﬁ, 4) gibt es ein
n(g) mit |c — ap(e)| < €. Wir setzen ap(pi1) = Gn(e). Es ist appq1) # anq) fiir I <k, weil sonst

d

5> e = ant)| = le—an@)| 2 d

fiir ein I < k gelten wiirde. Auflerdem gilt |¢ — app41)| < ﬁ

Sei € > 0 beliebig. Dann gibt es ein k¥ mit 1/k < €. Dann gilt aber

an(j) €lc —¢€, c+¢[ND fiir alle j > k, also liegen in Jc — ¢, ¢ + ¢[ND unendlich viele Elemente.

(IT) Seien in jedem ]c — €, ¢ + ¢[ND unendlich viele Elemente. Wihle ay €]c — 1, ¢+ 1[ND, a; # ¢ (das
ist moglich, es gibt unendlich viele zur Auswahl).

Haben wir a;,--- ,a, € D schon konstruiert mit ¢ # ay, €]Jc — 1/k, ¢ + 1/k[ND fiir 1 < k < n, so gibt es
wegen der unendlich vielen Elemente in ¢ — k%, c+ ﬁ[ﬂD ein an41 in dieser Menge mit an 1 # c.
Dann gilt |¢ — a,| < 1/n, also lim ay, = ¢, ¢ ist also Haufungspunkt von D.

Wir kénnen nun den Grenzwert von Funktionswerten erkliren:

Definition 3.4 Sei ¢ ein Adhdrenzpunkt der Menge D C R und f : D — R eine reelle Funktion. Wir
sagen, fir r gegen c geht f(z) gegen die Zahl d € R, oder lim,_,. f(x) = d (lies Limes x gegen ¢ von
f(x) gleich d), wenn fir jeden gegen c konvergente Folge (an)n>r aus D stets die Bildfolge (f(an))n>k
gegen d konvergiert. d heifit Grenzwert von f(z) fiir z — c.

Am Computer kénnen Sie sich anschauen, was dieser Begriff bedeutet.

Anleitung zum SeqPlot-Applet Wihlen Sie einen Adhiirenzpunkt ¢ und fiir diesen dann verschiedene
gegen c konvergente Folgen (ap)p>1 aus D (durch Formeln). Sie konnen dann am Bild sehen, ob die Folge
(f(an))n>1 jeweils gegen ein und denselben Wert konvergiert.

Beispiele:

1. f(z) = 23, D =10,1], ¢ = 1/2, zum Beispiel a,, = 1/2 + (—1)"/2™.

2. f(z) = =L, D=[0,2]\ {1}, c=1,a, = (-1)"/n+1.

r—1"
3. f(@) = &= D=[0,2\ {1}, ¢ =1, an = (-1)"/n + 1.

4. f(z) = sin(1/z), D =]0,1], ¢ =0, a, = 1/n oder a, = = oder a, = 5~

n n

Notieren Sie genau, wie die Bildfolge (f(an))n>1 sich jeweils verhilt.
Gibt es einen Grenzwert d fiir z — 07

Aus den Rechenregeln fiir Grenzwerte konvergenter Folgen (siehe Satz 2.9 erhalten Sie nun sofort die
Rechenregeln fiir Grenzwerte von Funktionswerten.

Satz 3.5 Seic ein Adhdrenzpunkt der Menge D C R, alle auftretenden Funktionen seien auf D definiert
und die Grenzwerte auf der linke Seite der Gleichungen mdgen jeweils existieren. Dann existieren auch
die Grenzwerte auf der rechten Seite der Gleichungen und es gilt jeweils Gleichheit:

a) lim,_,. f(z) £lim,_,. g(z) = lim,_,.(f(x) £ g(z)).
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c) Ist g(x) # 0 fir alle x und limgy_,. g(z) # 0, so gilt
lim, e /(@) _ o /(@)
lim, ,.g(x)  a—cg(x)
@) | limg s f(@) | = limgose | £(2) |-
e) max(limg . f(2), limg ¢ 9(x)) = limg,(max(f(z), g(x))).
f) min(limg . f(2), limg e 9(x)) = limg . (min(f(z), g(2))).
Beweis: Wir fiihren nur den Beweis fiir a), ) und f). Der Rest geht vollig analog.
a) Sei (an)n>r eine beliebige, gegen ¢ konvergente Folge aus D. Nach Voraussetzung konvergieren dann die

Bildfolgen (f(an))n>k gegen lim,_,. f(x) und (g9(an))n>k gegen lim,_,. g(x). Nach Satz 2.9 a) konvergiert
dann die Folge

(f + 9)(an))nzk = (f(an) + g(an))n>k

gegen d : = lim,_,. f(z) + lim,_,. g(z). Da (an)n>, beliebig war, folgt die Behauptung. (Zum besseren
Versténdnis konnen Sie die Funktion f + g einfach h nennen.)

e) Es ist max(u,v) = (Ju—v| + (u+v)) (priifen Sie das nach!). Damit folgt e) aus a), b) und d).

f) Es ist min(u,v) = —max(—u, —v). Damit folgt f) aus b) und e).

Aufgaben: Berechnen Sie mit den Rechenregeln fiir Grenzwerte die folgenden Grenzwerte

2
: —1
1. hrnz_u (;_,’_—1)2

. 843,
2. lim,_,o & q':’;sfl 1
3. lim,_,o | sin(z) |. Dies ist etwas schwieriger. Es ist sin(z) = o — 22,0, (-1)* % Zeigen Sie

| >, (—1)* % |< exp(z) und folgern Sie hieraus lim,_,o sin(z) = 0.

4. lim,_,g w Vorsicht! Hier diirfen Sie die Rechenregeln nicht anwenden. Benutzen Sie die Formeln
der vorigen Aufgabe.

Unsere Definition der Konvergenz von Funktionswerten benutzte diejenige fiir Konvergenz von Folgen.
Um Konvergenz nachzuweisen, mufi man theoretisch alle Folgen (a,)n>k betrachten, die gegen die kri-
tische Stelle ¢ konvergieren und testen, ob die jeweilige Bildfolge (f(an))n>r gegen ein und denselben
Grenzwert konvergiert. Das ist gerade bei Aufgabe 4 oben listig, weil wir dort unsere Rechenregeln nicht
zur Verfligung haben.

Anleitung zum FuncPlot-Applet Schauen wir uns f(z) = w fiir  # 0 an. f liegt offensichtlich
dicht bei 1 fiir sehr kleine Werte von z. Das bedeutet genauer: legen wir waagrecht einen Streifen der
Breite 2e um die waagrechte Gerade y = 1, wo € > 0 beliebig gew#hlt war, so finden wir ein kleines § > 0,
so daB fiir 0 < |z| < d stets f(z) im gewihlten e—Streifen liegt.

Lesen Sie aus der Zeichnung solch § ab fiir € = 0.1 und dann fiir £ = 0.01.

Behandeln Sie die anderen Beispiele aus der vorangegangenen Aufgabe entsprechend.

Es gilt tatsichlich das folgende € — 6—Kriterium fiir Konvergenz.
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Theorem 3.6 Sei f : D — R eine reelle Funktion und ¢ ein Adhdrenzpunkt von D. Die beiden folgenden
Aussagen sind dquivalent:

a) f(x) konvergiert gegen d fiirx gegen c, also lim,_,. f(x) = d.
b) Zu jedem € > 0 gibt es ein 6 > 0, so daf fir alle z € D mit |z — c| < § stets |f(z) — d| < e gilt.

¢) Zu jedem € > 0 gibt es ein 6 > 0 mit f(Jlc— 9, c+6[ND) Cld—e,d+ ¢

Das Kriterium c) haben Sie sich oben gerade angeschaut.

Beweis: c¢) < d) ist offensichtlich.

a) = ¢) (indirekt): Gilt b) nicht, so gibt es ein € > 0 und zu jedem 4, also insbesondere zu § = 1/n ein
Ausnahmeelement a,, €]c — 1/n, ¢+ 1/n[ND, das gerade nicht in |d — €, d + £[ abgebildet wird, das also
|f(an) — d| > e erfiillt. Die Folge (an)n>1 konvergiert gegen ¢, die Folge (f(an))n>1 aber offensichtlich
nicht gegen d, also gilt a) nicht.

¢) = a). Sei (an)n>r eine beliebige gegen ¢ konvergente Folge aus D. Wir miissen zeigen, da8 (f(an))n>k
gegen d konvergiert. Sei dazu £ > 0 beliebig vorgegeben. Nach Voraussetzung existiert ein § > 0 mit
f(Je—=46,c+4é[ND) Cld—e, d+e[. Zu diesem ¢ existiert ein n(d) mit |¢ — a,| < ¢ fiir alle n > n(d), also
an, €]c — 9, ¢ + [ fiir all diese n. Dann gilt aber |f(ay) — d| < € fiir all’ diese n > n(d). Wir kénnen also
n(d) = n(e) wihlen. Da € > 0 beliebig war, folgt die Behauptung.

Neben der Konvergenz von f(xz) fiir £ — c¢ interessiert uns auch, ob f(z) gegen oo oder gegen —oo geht
fiirx — c¢. Zum Beispiel gilt fiir die Entwicklung der Weltbevolkerung f(t) = ﬁ fiir gewisse Konstanten

a,b>0und 0 <t < § (der Nullpunkt ¢ = 0 ist die Gegenwart). Was passiert fiirt — $7

Definition 3.7 f(z) divergiert bestimmt gegen oo fiir x — ¢, wenn zu jedem L > 0 ein § > 0
existiert, mit f(x) > L fiir alle x € D mit |z — ¢| < §. Wir schreiben dann lim,_,. f(z) = oo.
Entsprechend sagen wir f(z) divergiert bestimmt gegen —oco wenn zu jedem L > 0 ein § > 0 existiert
mit f(z) < —L fiir alle z € D mit |x — ¢| < §. Entsprechend schreiben wir dann lim,_,. f(z) = —oo.

Aufgaben: Untersuchen Sie die folgenden Funktionen auf Konvergenz
bzw. bestimmte Divergenz:

L ft) = 25, ab>0, D=1[0,%, c= 2%

2. fz) = £=L, D =R\{1}, c=1

r—1"

3. f(z) = &5, D =]Loof, c=1
4 flo) = &5, D=]-00,1] c=1

Anleitung zum FuncPlot-Maplet mit Singularititen Schauen Sie sich die Funktionen aus obiger
Aufgabe an.

Genau so wichtig wie die Frage, was mit den Funktionswerten f(x) passiert, wenn z sich einem Punkt ¢
nihert, ist die Frage, wie verhilt sich f(x) fiir beliebig grofie Argumente x? Wir priizisieren.

Definition 3.8 Sei D =< b, 00| ein rechts unbeschrinktes Intervall und f : D — R eine reelle Funktion.
f(x) konvergiert gegen d fir x gegen oo, in Zeichen: lim, o f(z) = d, wenn zu jedem &€ > 0 ein
L = L(g) € D ezistiert mit | f(x)—d| < € fiir alle x > L. Man sagt dann auch, der Grenzwert lim,_, o, f(x)

45



existiert.

f(z) divergiert bestimmt gegen oo (bzw. —oo fiir x gegen oo, wenn zu jedem M > 0 ein L(M) € D
existiert mit f(x) > M (bzw. f(z) < —M ) fir alle x > L(M).

Wir schreiben dann lim,_,o f(z) = oo (bzw. lim,_, o f(z) = —o0).

Anleitung zum FuncPlot-Applet Schauen Sie sich an, wie lim,_, o, f(x) = d aussieht, wenn d € R
ist. Der Intuition nach sollte f fiir grofle = fast konstant sein.

Beispiele:

L f@) = &5, D = [0,l.

2. f(z) = 2@ D = [0, 00[.

14z 2

3. f(z) = z-exp(—z), D =R z— oco.
Aufgaben:

1. Beweisen Sie die folgenden Formeln, vorausgesetzt, die Grenzwerte auf der linken Seite existieren:

a) lim, o0 f2) £ limyy009(z) = limase0(f(2) + 9(2)).

b) limyeo f(2) - limy oo g(x) = limg o0 f(2)g(x).

¢) |limy oo f(2) | = limy 00 | f(2) |-

d) Ist f(z) # 0 fiir alle z € D und lim,_,o f(z) # 0, so ist m = limy_ oo ﬁ
2. limz%m% =0firneN, p>1,a;>0und aptp #0.
3. limg_ oo 2" - % =0 firneN, a > 0.

1

Tip: 0 <e ** = =5 und Aufgabe

< -
- Zzzé akzk /k!

4. Formulieren Sie bitte selbst, was lim;_,_o f(z) = d bzw. limy_,_o f(z) = 00 (= —o0) heiflen
konnte und beweisen Sie die zu Aufgabe 1 analoge Aufgabe.

3.3 Stetigkeit

“natura non facit saltus” (die Natur macht keine Spriinge) ist ein altes Prinzip der Beschreibung von
Naturgesetzen. Mit dem Hilfsmittel des Grenzwertes ist es einfach, dies Prinzip zu prézisieren.

Definition 3.9 (Stetigkeit)
FEine reelle Funktion f : D C R — R ist an der Stelle 2y € D stetig, wenn lim,_,,, f(z) = f(zo) gilt.
f ist (iiberall) stetig, wenn f in jedem Punkt zo € D stetig ist.

Aus den verschiedenen #quivalenten Bedingungen fiir die Existenz von Grenzwerten (Satz 3.6) erhalten
wir die folgenden Bedingungen fiir die Stetigkeit. Der Beweis ist klar.

Theorem 3.10 Sei f : D — R eine Funktion und xo € D. Die folgenden Aussagen sind dquivalent.
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a) f istin xo stetig.
b) Fir jede gegen xo konvergente Folge (an)n>r aus D konvergiert (f(an))n>r gegen f(zo).
c) Zu jedem € > 0 gibt es ein § > 0 so daf | f(z) — f(z0)| < € ist fiir alle x € D mit |z — x| < 4.

d) Zu jedem € > 0 gibt es ein 6 > 0 mit

f(Jzo = 6, 2o +3[ND) C]f(wo) + &, f(20) +el-

Anleitung zum FuncPlot-Applet Schauen Sie sich insbesondere das & — §—Kriterium (Bedingung c)
bzw. d) im vorangegangenen Theorem) an den folgenden Beispielen an. Bestimmen Sie aus dem Bild ein
geeignetes §.

Beispiele:
1. f(z) = 2% D=[0,2], z0=1; e=0.1
2. f() =222 -2, D=[-1,1], z0=0; £=0.1
3. f(z) = exp(z), D=[-1,1], zo=0; e=0.1
4. f(z) = /|z|, D=[-1,1], 20=0; e=0.1.
5 f(z) = 1[0,1](55) - 1]2,3](37)a 2o=1; £=01

Natiirlich sind alle die genannten Stetigkeitskriterien unhandlich. Daher weisen wir die Stetigkeit schneller
nach, wenn wir die Funktion daraufhin untersuchen, wie sie aus einfacheren aufgebaut ist, und dabei die
folgenden Regeln benutzen, die sofort aus dem entsprechenden Satz 3.5 fiir Grenzwerte folgen.

Satz 3.11 (Rechenregeln fiir Stetigkeit)

Seien f,g: D — R in g € D stetig. Dann sind f +g, f—g, fg, |f|l, max(f,g), min(f,g) inzo
stetig. Ist g(x) # 0 fiir alle x, so ist auch 5 in Tq stetig.

Aufgaben:
1. Zeigen Sie: f(z) = ele—;ﬁ) ist auf R stetig.
Tip: Zeigen Sie zuniichst, dafl exp(z) stetig ist.
Benutzen Sie dazu |exp(z) — exp(zg)| = exp(zo)|exp(z — x¢) — 1| (siehe die Formeln fiir die

Exponentialreihe 34)und zeigen Sie nun |exp(y) — 1| < |y|exp(y) < |y| - exp(1) fiirly| < 1 durch
Heranziehen der Reihenformel fiir exp(y). ( s. 34).

2. Zeigen Sie: sin(z) ist in 0 stetig.
Tip: benutzen Sie die Reihe fiir den Sinus 34.

3. Sei f : D — R stetig und f(zo) # 0. Zeigen Sie bitte: es gibt ein § > 0, so dafl f auf DN]zg —
0, o + 0] keine Nullstelle hat.

Tip:Wihlen Sie das Kriterium Theorem 3.10 ¢) fiir e = ﬂ;—ol und unterscheiden Sie die zwei Fille
f(zo) >0 und f(zo) <O0.
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Anleitung zum FuncPlot-Applet Im folgenden sehen Sie Beispiele stetiger Funktionen f :< a,b >—
R, die auf < a,b > ihr Vorzeichen wechseln, also zum Beispiel f(u) < 0 und f(v) > 0 erfiillen (u < v).
Konnen sie dazwischen die Null iiberspringen oder miissen sie irgendwo eine Nullstelle haben?

Beispiele:

1. f(z) = 2*2-1/2, D=10,1], vu=0, v=1.
2. f(x):sin(a:)—%, D=1[0,7/2], w=0, v=mw/2.

3. f(x) = 1ppa— 1,2, D =10,2], u=0, wv=2.Gibtes hier eine Nullstelle? Was ist anders als
bei den anderen Beispielen?

Tatséchlich gilt der folgende Nullstellensatz.

Theorem 3.12 (Nullstellensatz fiir stetige Funktionen)
Sei f: D =< a,b>— R stetig, u und v seien aus D und f(u)f(v) < 0. Dann gibt es ein w echt zwischen
u und v mit f(w) = 0.

Beweis: Der Beweis wird durch einen Algorithmus zur Nullstellenbestimmung geliefert, durch das
Bisektionsverfahren. f(z)f(y) < 0 liegt genau dann vor, wenn f(x) und f(y) verschiedene Vorzeichen
haben. Das nutzen wir aus.

Sei ug =u, wo=wv; Jo=[u,v]liegtin D, hat die Linge lo = (vo — uo)/2° und es gilt f(ug)f(vo) < 0.
Seien u,u1,- - ,u, und vy, -+ ,v, schon konstruiert mit den Eigenschaften:

u < U< <LUup <vp Svpo1 <<
ln, = wvp—up=1Iy/2"
und  f(un)f(va) <0.

Ist f(un)f(vs) =0, so hat man bereits eine Nullstelle und das Verfahren bricht ab.

Andernfalls sei ¢ = (u, + v,)/2. Dann gilt up, < ¢ < v, Ist f(uy)f(c) = 0, so ist ¢ eine Nullstelle,
das Verfahren bricht ab. Ist f(u,)f(c) > 0, so setze upy1 = ¢, Upt1 = vUp, andernfalls setze u,y; =
Up, Upt1 = c¢. Offensichtlich erfiillt wp41, vp41 alle Formeln mit (n + 1) statt n.

Angenommen das Verfahren bricht nicht ab.

Sei dann v = lim, 00 un. Da (un)n>0 monoton wachsend und durch vy beschrinkt ist, existiert der
Grenzwert. Wegen 0 < v, — u, < lo/2™ ist lim, y00 vn = u. Also ist (nach den Rechenregeln fiir
konvergente Folgen) wegen der Stetigkeit von f: f(u)? = lim,_00 f(un)f(vn) < 0,und damit f(u)? = 0.

Aufgabe: Schreiben Sie ein Programm fiir diesen Algorithmus und testen Sie es an den obigen Beispie-
len.

Dieser einfache Satz hat weitreichende Folgen.

Korollar 3.13 a) Sei f: D =< a,b >— R stetig, u,v € D und u < v. Dann nimmt [ auf [u,v] jeden
zwischen f(u) und f(v) liegenden Wert an.

b) Das Bild eines Intervalls unter einer stetigen Funktion ist ein Intervall.
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Beweis: a) Sei f(u) < ¢ < f(v) (bzw. f(u) > ¢ > f(v)). Wende dann den Nullstellensatz auf g(z) =

f(z) —c an.
b) Sei D =< a,b > und f : D — R stetig. Sei
—oo falls f(D) nach unten unbeschrinkt ist
{ inf f(D) sonst

Sei analog
oo falls f(D) nach oben unbeschrinkt ist

= { sup f(D) sonst

Dann ist Je,d[C f(D) C [¢,d].
Dennist ¢ <t < d,sogibtes a < u < v < bmit f(u) <t < f(v) oder f(u) >t > f(v). Nach a) des
Korollars gibt es ein  mit v <z <wv und f(z) =t also ist ]Je,d[C f(D). Der Rest ist klar.

Hieraus und aus dem Satz von Bolzano-Weierstrafl fiir Folgen ergibt sich eine weitere Folgerung von
besonderer Bedeutung.

Theorem 3.14 Eine stetige Funktion f auf einem abgeschlossenen beschrinkten Intervall [a,b] nimmt
dort ihre untere Grenze inf (f (D)) und ihre obere Grenze sup(f(D)) an. Das heifst es gibt ein u € [a, b] mit

f(u) = inf(f(D)) und v € [a,b] mit f(v) = sup(f(D)). Es gibt also f([a,b]) = [inf(f([a,d])), sup(f([a,b])]

Beweis: (I) f([a,b]) ist beschrinkt. Denn angenommen f([a,b]) wire nach oben unbeschrinkt. Dann
gibe es zu n € N ein u, € [a,b] mit f(u,) > n. Nach dem Satz von Bolzano-Weierstraf fiir Folgen 2.14
hat die beschrénkte Folge (u5)n>1 eine in [a, b] konvergente Teilfolge (ugy(n))n>1- Wegen der Stetigkeit
konvergiert (f(ug(n)))n>1 gegen f(lim, uy(,)). Andererseits ist f(ug(n)) > g(n) > n, ein Widerspruch.
Analog zeigt man, da8 f([a,b]) nach unten unbeschriinkt ist. (II) Sei ¢ = inf f([a,b]). Zu n € N gibt es
dann nach Aufgabe 18, Blatt 5 ein u, € [a,b] mit ¢ < f(u,) < ¢+ 1/n. Wieder hat (u,)n>1 eine gegen
ein Element u konvergente Teilfolge (ug(n))n>1- Damit ist ¢ = lim f(u,) = f(u), wegen der Stetigkeit
von f. Analog beweist man die Aussage iiber die obere Grenze. Der Rest folgt aus dem vorangegangenen
Korollar 3.13, Teil b).

3.3.1 Umkehrfunktionen

Wir hatten schon gezeigt, daf3 es zu jeder Zahl z > 0 genau eine Zahl y > 0 mit y? = z gibt. Wir erhalten
also eine neue Funktion g : [0,00[— [0,00[, 2 —4 /z = g(x). Esist fiir f(z) = 2®: gof = fog = idjo,c0],
d.h. g ist die Umkehrfunktion zu f. Das allgemeine Problem ist: Wann existiert eine Umkehrfunktion zu
einer stetigen Funktion und ist diese dann stetig ?

Die erste Frage ist, wann sind stetige Funktionen injektiv. Dazu definieren wir:

Definition 3.15 Sei J C R ein Intervall und f : J — R eine Funktion.

f heifit (streng) monoton wachsend, wenn fir x <y stets f(z) < f(y) (bzw. f(z) < f(y)) gilt.
Sie heifft (streng) monoton fallend, wenn fir x <y stets f(x) > f(y) (bzw. f(z) > f(y)) gilt.
Eine (streng) monoton wachsende oder fallende Folge nennt man (streng) monoton.

Eine streng monotone Funktion ist injektiv.

Anleitung zum FuncPlot-Applet Schauen Sie sich die folgenden Beispiele an. Welche Funktion ist
streng monoton wachsend, welche streng monoton fallend, welche nichts von beiden?

1. D =R, f(z)==z
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2.D =Ry =[0,00 f(z)=2?
3. D =R, f(z)=2?

4. D = [_/’1—/277‘-/2]7 f(.T) = sin[w]
5. D = [-m,7], f(z)=sin(z).

Wie Sie sehen, hingt die Injektivitit nicht nur davon ab, welche Funktion man betrachtet, sondern auch,
auf welchem Intervall man sie betrachtet.

Lemma 3.16 FEine stetige reelle Funktion f auf einem Intervall J ist genau dann injektiv, wenn sie
streng monoton ist.

Beweis: (I) Sei f streng monoton. Beh.: f ist injektiv. Denn sei zunéchst f streng monoton wachsend.
Dann ist fiir ¢ # y, also 0.B.d.A. x <y f(z) < f(y) also f(z) # f(y). f ist also injektiv. Ist f streng
monoton fallend, so ist —f streng monoton wachsend, also injektiv, und damit ist f = —(—f) injektiv.
(IT) Sei f injektiv und z < y. Wir zeigen zunéchst, dafl f “keinen Buckel” hat. Genauer: giibe es ein u
mit z < u < y mit f(u) > f(z), f(y), so wire f(u) > max(f(z), f(y)) = «. Nach dem Zwischenwertsatz,
angewendet auf das Intervall [z,u] gibt es ein v mit 2 < v < u und f(v) = @ Wendet man den
Zwischenwertsatz auf [u,y] an, so gibt es ein w mit u < w < y und f(w) = a = f(v); wegen v # w ist
dies ein Widerspruch zur Injektivitét.

f hat aber auch “keine Senke”. Genauer: gibe es ein u mit x < v < y und f(u) < f(z), f(v), so kommt
man mit § = min(f(z), f(y)) > f(u) analog zu oben zum Widerspruch (Sie kénnen auch — f betrachten).
Also gilt: Ist f(z) < f(y), so ist f auf [z,y] streng monoton wachsend. Ist f(x) > f(y), so ist f auf [z,y]
streng monoton fallend.

(ITT) Behauptung: Ist f injektiv, so ist f streng monoton.

Beweis: Wire f auf J nicht streng monoton, so gibe es ein Intervall [u,v] C J, auf dem f streng monoton
wachsend ist und ein Intervall [z, y], auf dem f streng monoton fallend ist. Nach (II) ist [u, v]N[z,y] = ¢.
Auf dem Intervall [min(u, z), max(v,y)] ist dann f nicht streng monoton im Widerspruch zu (II). Also
ist f auf ganz J streng monoton.

Daraus folgt

Theorem 3.17 Stetigkeit der Umkehrfunktion
Sei fJ C R ein Intervall und f : J — R stetig und injektiv. Dann ist die Umkehrabbildung f~! vom
Bildintervall f(J) auf J ebenfalls stetig.

Beweis: (I) Wir nehmen zuniichst J = R an und weisen nach, dafl das € — §-Kriterium erfiillt ist:

Sei 2o € J,y0 = f(zo) und € > 0 beliebig vorgegeben. Nach dem vorangegangenen Lemma ist f streng
monoton; wir nehmen streng monoton wachsend an (sonst betrachte — f). Dann ist nach dem Zwischen-
wertsatz Korollar 3.13 das Intervall |f(zo — €), f(zo + €)[ enthalten im Bildintervall f(Jzo — &, zo + €])
und es gilt f(zo —¢) <yo = f(xo) < f(xo +¢)- Sei & = min(yo — f(xo — ), f(xo + &) — yo)- Dann ist

lyo — 6, yo +0[ C]f (w0 —€), f(zo +€)[C f(]zo — €, o +€[)

also f1(Jyo — 8,40 + d[) Clzo — €, 0 + €[. Das € — §— Kriterium fiir Stetigkeit ist damit erfiillt.

(IT) Ist J # R, aber offen, etwa J =]a, b[ so mufl man, falls £ so grofl war, dafl |zo — €, zo + €[ nicht ganz
in J liegt, ein €' < € wihlen, so daf Jzg — &', 2o + '[C J. Dann geht alles genauso.

(III) Ist J = [a,b] und =y # a, so verfihrt man wie unter (II). Ist zo = a, so mufl man nur [a, a + €[
betrachten; analog schlieft man, wenn J =]a, b] bzw. J = [a, b] ist.

Beispiele:
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1. Sei n eine gerade und natiirliche Zahl, n = 2m. Dann ist f(z) = 2™ auf Ry = [0, oo[ stetig und
streng monoton wachsend nach Satz 1.20 f.
Die Umkehrfunktion ist die n. Wurzel. Sie ist stetig.

2. Sei n eine ungerade Zahl, n = 2m+1. z — x™ ist dann stetig und auf ganz R streng monoton. Denn
fiir ¢ < y. konnen wir 3 Félle unterscheiden: (i): Ist 0 < z, soist 0 < ™ < y™ nach Satz 1.20 f. (ii): ist
z <0 <ysoist 2" = (—|z|)" = (-1)"|z|™ = —|z|™ < 0 < y™, wobei das 3. Gleichheitszeichen gilt,
weil n ungerade ist. (iii): ist <y < 0,s0ist 0 < —y < —z, also 0 < —y" = (—y)" < (—z)" = —z™.
Multiplikation mit —1 liefert die Behauptung. Die Umkehrfunktion ist auf R erkldrt und ist die
n.Wurzel t/y. Sie ist stetig.

3. Es ist z — exp(z) stetig (siche Satz 3.23) und streng monoton von R auf Ry \ {0} =]0,o0][.
Die Umkehrfunktion ist also definiert auf ]0, co[ und hat als Bild ganz R. Sie ist stetig und heifit
Logarithmus naturalis In(z). Es gilt

In(zy) = In(z) + In(y).

4. Sei a > 0 beliebig. Man setzt a® = exp(z In(a)). Damit ist fiir a # 1 die Funktion z € R — a® €
]0, oo[streng monoton und stetig (als Hintereinanderausfiihrung stetige Funktionen, z — zIn(a)
und y — exp(y)). Die Umkehrfunktion heifit log,(z), gelesen: Logarithmus z zur Basis a. Auch hier
gilt

log, (zy) = log, (z) + log, (y)-

Besonders wichtig fiir die Informatik ist a = 2.
Wiederholung:

e Folgenkriterium und ¢ — §—Kriterium fiir Stetigkeit;
e Rechenregeln fiir stetige Funktionen (einschlieffllich Hintereinanderausfiihrung);
e Nullstellensatz, Zwischenwertsatz, Minimum-Maximum-Satz;

o Umkehrfunktion einer stetigen Funktion.

3.4 Gleichmiflige Stetigkeit

Uberblick: Sei f: D C R — R stetig. Dann gibt es zu jedem zo € D und zu jedem & > 0 ein § > 0,50
daB fiir alle y € D mit |y — zo| < & stets |f(y) — f(zo)| < € ist. Im allgemeinen hiéngt das § nicht nur
von ¢ sondern auch noch von der Stelle zy ab, wie wir anhand von Beispielen zeigen. Gleichm#flig stetig
heifit eine Funktion, wenn man zu jedem € > 0 ein § > 0 unabhingig von der speziellen Stelle zy finden
kann. Stetige Funktionen auf abgeschlossenen beschrinkten Intervallen sind gleichméfig stetig. Um das
Folgende besser zu verstehen, wiederholen wir noch einmal das € — 6—Kriterium fiir Stetigkeit (Theorem
3.10):

Sei f: D CR — R eine beliebige Funktion. f ist im Punkt x € D genau dann stetig, wenn zu jedem
e >0 ein § > 0 existiert, so daf fir alle y € D mit |y — x| < & stets |f(y) — f(z)| < € gilt. Im allgemeinen
hingt das é nicht nur von £ ab, sondern auch vom betrachteten Punkt z, wie die folgenden Beispiele
illustrieren:

Beispiele:
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1. Sei f(z) = 2z und D = [1,00[. Dann ist f nach den Rechenregeln fiir stetige Funktionen als
Quadrat von g(x) = = stetig. Sei € R beliebig. Zu € > 0 gibt es also ein § > 0 mit |[y? — z%| < ¢

fiir |y — z| < 0. Behauptung:
€
i< —.

NG

Beweis: Angenommen es ist § > % Dann gilt fiir y = z + §/2 natiirlich |y — 2| < d aber

y? — o? = (y + 2)(y — ) = (20 +5/2)5/2 > 26 > /e > ¢,

ein Widerspruch. Damit 18t sich kein von z unabhéngiges § > 0 finden, so daf$§ |y? — z2| < e fiir
|y —z| < & gilt. Zum Beispiel muf fiir z = 10° und & = 1 das J kleiner als 1073, fiir z = 10'? kleiner
als 1076 sein.

2. Sei f(z) = % auf [1,00[= D. Dann geniigt es wegen z, y > 1, fiir das vorgegebenee >0 6 =¢
unabhingig von der Stelle x zu wihlen: Ist ,y € D mit |z —y| <&, soist | L — % |= %y |z —y <]
z—yl<e.

3. Genau so ist es, wenn wir uns in Beispiel 1 auf das Intervall [—b,b] mit b > 0 fest gewihlt be-
schrénken. Ist dann ¢ > 0 und § = 3, so gilt fiir alle z,y € [-b,b] stets: Ist |z — y| < J, so ist
|z2 — y?| < . Denn

|2 =y’ |=lz—yllz+y|<|lz—y|(z|+|y) <2 |z —y|<e.

4. Im folgenden Beispiel kann man wie in Beispiel 1 kein von z unabhiingiges ¢ finden: Sei f(z) =1/z
auf dem Intervall |0,1] = D. Sei z € D und ¢ > 0 vorgegeben. Ein zu ¢ passendes § (das es ja gibt
wegen der Stetigkeit von 1/z) mufl 6 < 2ze erfiillen. Denn angenommen, es ist 6 > 2ze. Dann ist
fiir y = ¢ — §/2 einerseits |y — x| < J, andererseits

1 1 — 1
|§—;| = W(w_y)
= 3@=0/2)z
> 27555
=e/x
2 &,

ein Widerspruch. Je niher z (bei festem €) bei 0 liegt, desto kleiner fillt das passende § < 2ze aus,
und da 2z beliebig nahe bei 0 liegen kann, gibt es kein von z unabhingiges 6.

Wir definieren

Definition 3.18 Sei f : D C R — R eine reelle Funktion. f heifit gleichmifig stetig, wenn es zu jedem
€ >0 ein 6(g) > 0 gibt, so daf fir alle x,y € D aus | x —y |< §(¢) stets |f(z) — f(y)| < € folgt.

GleichmiBig stetige Funktionen sind natiirlich stetig. Die Umkehrung gilt nicht (s. Beispiele 1 und 2
oben), aber sie gilt unter einer Einschréinkung:

Theorem 3.19 (Stetigkeit auf abgeschlossenen beschrinkten Intervallen)
Sei D = [a,b] ein abgeschlossenes beschrinktes Intervall. Dann ist jede stetige Funktion f : D — R
gleichmifig stetig.
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Beweis: (indirekt) Angenommen, f ist nicht gleichm#Big stetig. Dann gibt es g > 0 so daf fiir jedes
8 > 0 ein Paar (z,y) existiert mit |z —y| < & aber |f(z) — f(y)| > 0. Zu 8, = % sei (zn,yn) solch ein
Paar. Nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl (Theorem 2.14) gibt es eine konvergente Teilfolge (z4(n))n;
deren Grenzwert lim z4(,) = ¢ wegen a < x(,) < b fiir alle n selbst in [a, b] liegt. Dann gilt aber wegen
| Yg(n) = Ty(n) |< g(l—n) < % auch lim y,,,) = ¢, also

0= |f(C) - f(c)l = nlgréolf(yg(n)) - f(wg(n))l >go >0,

-~

>eo

ein Widerspruch.
Aufgaben:

1. Zeigen Sie bitte: Ist f gleichmiiflig stetig auf D und ist (z,), C D eine konvergente Folge, deren
Grenzwert aber nicht in D liegen muf, so ist (f(z,)) (dennoch) konvergent, d.h. (f(z,)), erfiillt
das Cauchykriterium.

2. Zeigen Sie bitte: Sei D =]0,1] und f(z) = ﬁ f ist nicht gleichméBig stetig.
3. Zeigen Sie bitte:
a) cos(2t) = cos(t)? — sin(t)?
Tip zu a: e*t = (et)2.
b) [ef* — | <2[sin(552).
Tip zu b: Beweisen Sie |e®® —e®|> = 2(1—cos(t—s)). Setzen Sie nun (t—s) = 2v und verwenden
Sie a).

¢) Benutzen Sie die Beziehung aus der Schule: |sint| < |¢| um zu zeigen: | sin(s) —sin(t)| < |s —¢|.
Leiten Sie hieraus ab: sin(t) ist auf R gleichmiflig stetig.

Wiederholung:

e Definition und Theorem {iiber gleichmé&flige Stetigkeit;

o Beispiele fiir stetige, nicht gleichm#fig stetige Funktionen.

3.5 Gleichmiflige Konvergenz

Uberblick: Wir haben bisher implizit schon Folgen von Funktionen betrachtet, als wir Potenzreihen
betrachteten. » >2 fl—", entspricht der Folge (S, (z)) mit S,(z) = Y, “,”c—),c Wir wissen, daf§ die Folge
(Sn(x)), fiir festes x konvergiert. Das neue Problem ist: ist die “Konvergenzgeschwindigkeit” unabhéngig
von z? Ist das der Fall, so spricht man von gleichméfliger Konvergenz der Folge (S),)nen von Funktionen.
Konvergiert eine Folge stetiger Funktionen gleichmé&fig gegen eine Funktion, so ist diese Grenzfunktion

stetig. Damit zeigt man: durch Potenzreihen gegebene Funktionen sind stetig.

Definition 3.20 Gibt es eine Zuordnungsvorschrift, die jeder natiirlichen Zahl n eine Funktion f, : D —
R zuordnet, so heifit (fn)nen eine Folge von Funktionen oder kurz: Funktionenfolge.

Beispiele:
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2. D = R, fn(m) = ZZ:O 1];_’:

3. D=]—1,1], fo(z) =122

1—z

4' D = _%7 %]7 fn(.Z') =z"
Im 2. bzw. 4. Beispiel konvergiert die Folge (f,(z)) fiir jedes feste z. Den Grenzwert bezeichnen wir mit
f(z). Es gibt also zu jedem € > 0 ein n(e, z) mit | f(z) — fo(z)| < € fiir alle n > n(e, z). Die Frage ist, ob
es ein von x unabhdngiges n(e) gibt.

Aufgaben: Testen Sie in den folgenden Beispielen, ob es zu jedem € > 0 ein von z € D unabhéingiges
n(e) mit |f(z) — fu(z)| < e fiir alle n > n(e) und fir alle z (“gleichzeitig”) gibt es :

L D=[-3,3] falz)=2"

2. D=]-1,1], fo(z)=2"
3.D=[-%,3], fal®) =35
4. D =]-1,1[, falz) = 7, o*

5. D=[0,1], fa(2) = Yh_p &

Anleitung zum FuncPlot-Applet Schauen Sie sich ein paar der Funktionen der Aufgaben an, d.h.
lassen Sie sich die Differenzen f(x) — f(x) fiir n = 1, 10, 20, 30 zeichnen. Wie sehen die Differenzen aus,
wenn das n(e) unabhingig von z existiert, wie, wenn dies nicht der Fall ist?

Um die Fragestellung zu prézisieren, definieren wir.

Definition 3.21 (Konvergenz punktweise, gleichmifiige Konvergenz)
Sei (frn)n eine Folge reeller Funktionen auf der Menge D C R.

a) (fn)n konvergiert punktweise gegen f : D — R, wenn fir jedes x € D stets f(x) = lim,— o0 fr(z)
gilt.

b) (fn)n konvergiert gleichmiBig gegen f: D — R, wenn es zu jedem £ > 0 ein (von x unabhingi-
ges) n(e) € N gibt mit |f(z) — fn(z)| < € fiir alle n > n(e) und alle x.

Anleitung zum FuncPlot-Applet Waihlen Sie die Beispiele aus der oben stehenden Aufgabe. Zeichnen
Sie fiir e = 0.1 den “e—Schlauch” um f, also die Funktionen f_(z) = f(z) —¢, fund fi(z) = f(z) +e.
GleichmiBige Konvergenz bedeutet, dafl ab n(e) alle f,, in diesem Streifen verlaufen. Testen Sie dies an
Beispielen. Sie kénnen stattdessen auch die konstante Funktion g(g) = € und die Differenzen |f(z) — fn (2)|
zeichnen lassen. Bei gleichméBiger Konvergenz miissen die Differenzen ab n(e) ganz unterhalb von g
verlaufen.

Der Begriff der gleichmifiigen Konvergenz ist wegen der folgenden beiden Sitze wichtig:

Theorem 3.22 (Gleichmiflige Konvergenz und Stetigkeit)
Sei (fn)n eine Folge von Funktionen f, : D — R, die gleichmiflig gegen die Funktion f : D — R
konvergiert. Dann ist f stetig.
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Beweis: Wir benutzen das ¢ — 6—Kriterium. Sei 2o € D und € > 0 beliebig vorgegeben. Dann gibt es
wegen der gleichmifligen Konvergenz ein ng = n(e/3) mit |f(z) — fu(z)| < &/3 fiir alle n > ng. Da fy,
stetig ist, gibt es ein ¢’(e/3) mit | fno(z) — fro(20)| < € fiir alle z € D mit |z — z¢| < 6'(¢/3). Wir setzen
0(e) = ¢'(¢/3) und erhalten fiir |z — zo| < 0(¢)

|f(@) = flzo)l < |f(®) = fno(@)| + | fro (@) = fruo (m0)] + [ fro (w0) — f (o)
<e/3+¢/3+¢/3
=e.

Da £ > 0 beliebig war, folgt die Behauptung.

Satz 3.23 (Stetigkeit von Potenzreihen)
Sei f(z) = Yo" oana™ eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0. Dann ist f auf ] — R, R[ stetig.

Beweis: Sei |7o| < R und t € R mit |zg| < t < R fest gewdhlt. Dann ist fiir S,,(z) = Y ,_, arz® mit
|lz| <t

|[f(z) = Sn(z)| =| limp o0 E::i_u akxk|
< 1im£%o S lag|tF

(beachten Sie, dal t < R, die Reihe Y oo axt® also absolut konvergiert.) Zu € > 0 gibt es ein n(¢) mit
SrEP | |ak|th < e/2 fiir alle n > n(e) und alle p > 1, also

n+1
[+ n+p
Z lag|t* = lim Z lax|tF < e.
k=n+1 p=eo k=n+1

Damit gilt fiir alle z mit |z| < ¢ und alle n > n(e) |f(z) — Sp(z)| < e.
Das bedeutet: (S,,) konvergiert auf [—t, t] gleichm#Big gegen f. Damit ist f nach Theorem 3.22 auf [—t¢, t]
stetig, insbesondere ist f in zq wegen |zo| < t stetig.

Als Anwendung des Theorems 3.22 iiber die gleichmifige Konvergenz kdnnen wir statt Potenzreihen auch
trigometrische Reihen betrachten:

Aufgaben:
1. Sei (an)n>o eine Folge, fiir die die Reihe )"  |a,| konvergiert. Zeigen Sie bitte:
Die Reihen Y7 | a, sin(nt) und Y77 ) a, cos(nt) konvergieren gleichm#Big auf ganz R. Die Grenz-
funktionen f und g sind also stetig (und 27—periodisch, d.h. f(t + 27) = f(t), ebenso g).

Tipp: |cos(t)| <1 und |sin(t)| < 1. Wie immer: probieren Sie sich den Satz zunéchst mal an einem
Beispiel zu verdeutlichen, etwa a,, = 1/2".

2. Formulieren Sie den Stetigkeitsbegriff fiir komplexwertige Funktionen f : D C R — C und zeigen
Sie: f ist in to genau dann stetig, wenn Rf : ¢ - Rf(¢) und Sf : ¢t — Sf(¢) in to stetig sind.

3. Zeigen Sie, dafl t — exp(it) stetig ist.
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4. Sei (an)nez eine komplexwertige Folge mit Indizes aus Z, also eine Abbildung von Z in C. Wir
setzen jetzt S, (t) = Y p__, are ' und schreiben

n— oo

f@) = iake*"kt = lim S,(t),

falls der Grenzwert existiert. Formulieren Sie, was es bedeuten soll, daf die Summe gleichmé&fig auf
R gegen f konvergiert. Zeigen Sie dann, dafl im Fall der gleichmifligen Konvergenz die Funktion
f:R—=C, t— f(t) stetig ist.

Tipp: Es ist leichter, den Beweis von Theorem 3.22 zu imitieren, als sich auf den Realteil und
Imaginarteil der Funktion zuriickzuziehen. Aber auch dieser Weg ist gangbar. Solche Reihen heifien
(komplexe) Fourierreihen. Sie spielen in der Physik und Informatik eine wichtige Rolle.

Wiederholung:

o Definition der gleichmifliigen Konvergenz;
o Beispiele fiir gleichméfige und nicht gleichmifige Konvergenz;
e Theorem iiber gleichmiflige Konvergenz und Stetigkeit;

e Stetigkeit von Potenzreihen.
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Kapitel 4

Differentialrechnung

Uberblick: Im ersten Abschnitt diese Kapitels fiihren wir die Ableitung (Differentiation) ein und
stellen die elementaren Regeln zur Berechnung der Ableitung zusammen. Schliefflich fithren wir hohere
Ableitungen ein. Der zweite Abschnitt ist dem Kernstiick der Differentialrechnung - dem Mittelwertsatz -
gewidmet. Er ist grundlegend fiir alles folgende. Der dritte Abschnitt behandelt die “Entwicklung” einer
Funktion um einen Punkt herum in ein Polynom mit Restglied, den Satz von Taylor. Im letzten Abschnitt
werden wichtige Funktionsklassen untersucht.

4.1 Ableitung (Differentiation) einer Funktion

Uberblick: Die Ableitung einer Funktion f in einem Punkt ¢ ist der Grenzwert der Steigungen der
Sekanten an den Graphen G(f), die durch die Punkte (¢, f(c)) und (z, f(z)), = # ¢ laufen. Aquivalente
Charakterisierungen der Existenz der Ableitung erlauben die Begriindung der elementaren Rechenregeln
der Differentialrechnung. Wir schlielen diesen Abschnitt mit dem Begriff der hheren Ableitung.

Die grundlegende Idee der Ableitung

Zunichst wiederholen wir aus der Schule die “Geradengleichung”: eine Gerade durch den Punkt (¢, d) der
Ebene R? mit Steigung m ist durch die Funktion g(x) = d + m(z — c) gegeben, das heifit die Gerade ist
der Graph G(g) = {(=,g(z)) : = € R} der Funktion g. Eine Gerade, die durch die beiden Punkte (zg,yo)
und (z1,y1) mit 21 # zo geht, ist durch

gegeben. Thre Steigung ist m = H. Sei nun J C R ein Intervall und f : J — R eine Funktion, ferner

¢ € J. Eine Sekante (Schneidende) der Kurve G(f) durch die Punkte (¢, f(c¢)) und (21, f(z1)), 21 # ¢
ist dann die Gerade durch die Punkte (c, f(¢)) und (z1, f(z1)), gegeben durch die Funktion

@) = g0+ LT gy,
Thre Steigung ist also m = w
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Als Steigung der Tangente an die Kurve G(f) im Punkt (¢, f(¢)) wird man nun intuitiv die Steigung
einer Sekante ansehen, deren zweiter Punkt (z1, f(z1)) “unendlich dicht” bei (c, f(c)) liegt. Um dies zu
prézisieren, erkldren wir:

Definition 4.1 Sei J ein Intervall und f : J — R eine Funktion.

a) f heiffit im Punkt ¢ € J differenzierbar oder ableitbar, wenn der Grenzwert
L)~ ()
cH£T—c r—cC

existiert. Dieser Grenzwert heifit dann Ableitung oder Differentialquotient von f an der Stelle
¢ und wird mit f'(c) bezeichnet. Andere Bezeichnungsweisen sind %(c) oder f(c).

b) f heifit differenzierbar, wen f in jedem Punkt ¢ € J differenzierbar ist.

Anleitung zum FuncPlot-Applet

a) Schauen Sie sich selbst den Ubergang von Sekanten zur Tangente in den folgenden Beispielen an.
Geben Sie dazu neben der Funktion einfach die Sekantengleichungen ein (zwei bis drei). Wihlen
Sie dann einen zweiten Punkt sehr dicht beim ersten Punkt. Sie “sehen” dann tatsichlich eine
Tangente, sofern die Funktion differnzierbar ist.

1. f(z) =2z,¢=0,2; =1, 1/2,1/100. Warum sieht man hier immer wieder dasselbe?
2. f(z) =22, ¢=0,2, =1, —1/2, 1/10, —1/100.

3. f(x) = sin(x), ¢, x1 wie unter 2.

4. f(x) = cos(z), ¢, x1 wie unter 2.

b) Zeichnen Sie nun einmal die oben genannten Funktionen in sehr kleiner Umgebung [¢ — 1/100,¢ +
1/100] um c. Lassen Sie die Sekante mit 2; = ¢ + 1/100 zeichnen. Konnen Sie einen Unterschied
zwischen der Funktion und der Sekante erkennen?

Die Zeichnungen aus b) legen nahe, daf} in sehr kleinen Intervallen um ¢ die Funktion durch ihre Tangente
angendhert wird. Das ist tatsdchlich im folgenden prizisen Sinn der Fall:

Satz 4.2 (Aquivalente Charakterisierung der Differenzierbarkeit)
Sei J ein Intervall, f : J — R eine Funktion und ¢ € J ein Punkt. Die folgenden Aussagen sind
dquivalent:

a) f ist in c differenzierbar.

b) Es gibt eine in c stetige Funktion R auf J mit R(c) = 0, sowie eine Konstante d, so daf8 fiir alle

zeJ
flz) = fle) +d(z — ) +R(z)(z —¢)
—_—
Gerade durch (e, f(c)) mit Steigung d
gilt.
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¢) Es gibt ein in c stetige Funktion S auf J mit
f(z) = fle) + S(z)(z — ¢) fiir alle = € J.

Gilt ¢) (und damit auch b) und a)), so ist S(c) = f'(c). Die Funktion S ist durch f eindeutig
bestimmt.

Gilt b) (und damit auch a) und c)), so ist d = f'(c).

Erlduterung:

b) besagt gerade, wie grofl der Fehler ist, wenn man statt der Funktion f die Tangente an G(f) durch
den Punkt (c, f(c)) betrachtet. Beachten Sie R(c) = 0. Das bedeutet, der Fehler R(z)(x — ¢) ist eine
“GroBenordnung” kleiner als x — c.

¢) klingt etwas theoretisch, ist aber die bequemste Form, um spéter die Rechenregeln zu begriinden.

Beweis: a) = b): Wir setzen

R(z) { 0 x=c
x) = 2)— f(e .
£( i,f( ) z#c
Es gilt dann nach Voraussetzung lim, ,. R(z) = R(c) = 0, das heifit R ist stetig in c¢. Weiter gilt
offensichtlich die Formel b).
b) = c): Setze einfach S(z) = R(z) + d.
¢) = a): Fiir z # ¢ ist

T —c
Da S in c stetig ist, mufl auch der Grenzwert der rechten Seite exiistieren und gleich S(c) sein. Der Rest
ist klar.

Anleitung zum Applet ” Animierte Differentiation” Schauen Sie sich das ” Anschmiegen” der
Sekante an eine differenzierbare Funktion in ”animierter Form” an.

Korollar 4.3 (”differenzierbar impliziert stetig”)
Sei f: JJ — R in c differenzierbar. Dann ist f in c stetig.

Beweis: Nach cist f(z) = f(¢) + S(z)(z — ¢). Nach den Rechenregeln fiir stetige Funktionen folgt die
Behauptung.

Beispiele:
1. f(x) =5 fiir alle z. f'(x) = 0 fiir alle . Allgemeiner: Ist f konstant, so ist f' = 0.
2. f(z) = 2.72+10. Dann ist f'(x) = 2.7 fiir aller z, das heif}t, die Ableitung ist konstant. Allgemeiner:
f(x) =m(x —xo) +d = f'(z) =m fir alle z.
3. f(z) =322 =3c®>+3(z+c)(z —¢), also S(z) = 3(z + ¢) und damit f'(c) = S(c) = 6¢. Allgemeiner:

f(z) = az® = f'(c) = 2ac fiir alle c € R.
4. Noch allgemeiner: sei f(z) = az™ und ¢ € R beliebig. Dann ist
fx)=ac" +a@" +2"2c+ -+ Yz —0),
also S(z) = a Y77 ™' ~*¢¥ und daher

f'(c) = S(c) = anc™ .

59



5. f(z) =1/z auf R\ {0}. Sei ¢ # 0 beliebig. Dann ist

1/z=1/c— i(x—c).

Also ist S(z) = —1/zc und damit f'(c) = S(c) = —1/c>.

Rechenregeln fiir die Differentiation

Die in den Beispielen erhaltenen Formeln fiir die Ableitung erhilt man auch durch wiederholte Anwendung
der folgenden Rechenregeln, die sich ihrerseits einfach aus den Rechenregeln fiir Grenzwerte ergeben.

Satz 4.4 Rechenregeln fiir die Differentiation
Sei J ein Intervall.
a) Sei f : J — R konstant. Dann ist f'(c) =0 fiir alle c € J.

b) Seien f, g:J — R in c differenzierbar und seien o, 8 € R. Dann ist die Funktion h = af + 8¢ in
¢ differenzierbar und es gilt die

Linearitit der Ableitung: (af + B9)'(c) = af'(c) + B4 (c).

c) Seien wieder f, g : J — R differenzierbar in c. Dann ist auch das Produkt h = fg : z — f(x)g(x)
in ¢ differenzierbar und es gilt

Leibniz’ Produktregel: (fg)'(c) = f(c)g'(c) + f'(c)g(c).

d) Sei Ji ein weiteres Intervall, f : J — Jy sei in ¢ € J differenzierbar, g : J1 — R sei in d =
f(c) differenzierbar. Dann ist die Hintereinanderausfihrung go f : J — R, z — g(f(x)) in c
differenzierbar und es gilt die

Kettenregel: (go f)'(c) = g'(f(c)) f'(c).

Beweis: Wir beweisen nur die beiden interessanten Formeln c) und d). Das Prinzip ist nach dem
Satz 4.2 c), eine in ¢ stetige Funktion Sp,(z) zu finden mit h(x) = h(c) + Sp(z)(x — ¢) und dann Sp(c)
auszurechnen.

c) Nach Voraussetzung gibt es stetige Funktionen Sy und S, mit

fl@) = [fle)+Ss(a)(z o),
g9(x) = g(c) +S4(z)(z — o).
Daraus ergibt sich
hz) = f(x)g(z) = f(c)g(c) + ((f(c) Sy () + 9(c)S¢(@)) (x —¢).
Nach den Rechenregeln fiir stetige Funktionen ist
Sn(x) = f(¢)S,y(2) + 9(c)S¢(x)
stetig in ¢ mit Sy(c) = f(c)g'(c) + g(e) f'(¢).

d) Nach Voraussetzunge gibt es Funktionen Sy : J — R und S, : J; — R, die in ¢ bzw. d stetig sind, so
daf} gilt:
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flz) = [0
g

+55(z)(x — o),
(d) +5,(y)

Sq(y

Dann ist S¢(c) = f'(c) und Sg(d) = ¢'(d). Setzt man in die Formel (x) fiir y speziell f(x) ein, so erhilt
man wegen d = f(c)

gof(z) =gof(e)+S,(f())(f(x) = fle)
= g0 f(¢) + 5(f(2))S;(z)(x = ©).

Da f in ¢ differenzierbar ist, ist f nach Korollar 4.3 in c¢ stetig. Damit ist auch die Hintereinan-
derausfithrung Sy o f in ¢ stetig. Nach den Rechenregeln fiir stetige Funktionen ist dann auch z ~
Sg(f(2))S¢(z) in ¢ stetig und es ist Sy(f(c))Sr(c) = ¢'(f(c))f'(c). Mit Satz 4.2 ¢) folgt die Behauptung.

Korollar 4.5 (Quotientenregel)
Seien f, g : J = R in c differenzierbar, ferner sei g(x) # 0 # g'(c). Dann ist f/g in c differenzierbar und

es gilt
Yy 9@f'(© = f(e)g' )
(g) (€)= 9(c)? '

Aufgaben:

1. Beweisen Sie dieses Korollar.
Tipp: Esist f/g = f - 1/g. Zeigen Sie also zuerst, daf 1/g in ¢ differenzierbar ist (verwenden Sie
dazu, daf3 (1/x)' = —1/x? (siehe die Beispiele oben) und die Kettenregel).

2. Sei f(z) = Y p_, arz®. Zeigen Sie mit Begriindung der einzelnen Schritte f(z)' = Y ;_; karz" !
(siehe auch die Beispiele oben).

Umkehrfunktion und Potenzreihen

Zur Vervollstandigung des Formelarsenals fiir die Differentiation fehlt uns noch die Differenzierbarkeit
der Umkehrfunktion und der Potenzreihen.

Satz 4.6 (Ableitung der Umkehrfunktion)

Sei f eine stetige Funktion, die das Intervall J bijektiv auf das Intervall J; abbildet. Sei f in c differen-
zierbar und f'(c) # 0. Dann ist die Umkehrfunktion g = f=1 : J; — J in d = f(c) differenzierbar und es
gilt

Beweis: g ist nach dem Satz iiber die Stetigkeit der Umkerfunktion stetig. Nach Voraussetzung ist die
Funktion

f'(e) T=c
Sy(a) ={ [@ =S .,

T —c
stetig auf J und stets ungleich 0, weil f injektiv und f'(c) # 0 ist. Es ist f(z) = f(c) + S¢(z)(z — ¢),
woraus o) — fo)
z) — fe
r—c="—Zt—7"—+
Sy(x)
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folgt. Setzt man hier speziell z = g(y), ¢ = g(d) ein, so erhilt man

1

9(y) —9(d) = g~y —d).
W =90 = g Y Y
Die Funktion S, (y) := m ist stetig in d und es ist

1 1 1 1

D= 5@ =50 = 7O Fe@)
Die Behauptung folgt aus Satz 4.2 ¢).

Um den Satz iiber die Differenzierbarkeit von Potenzreihen beweisen zu kénnen, wiederholen wir eine
Folgerung aus der absoluten Konvergenz von Reihen.

Lemma 4.7 Sei Y. ° b, eine absolut konvergente Reihe. Dann konvergiert fir jedes n auch die Reihe
v, [bk| =t Ry, und (Ry,),, ist eine Nullfolge.

Beweis: Die Folge (Y17 |bt|), ist monoton wachsend und beschriinkt durch 52  |by|, also konvergent

nach Satz 2.11. Da } -, |bi| konvergiert, gibt es nach dem Cauchykriterium fiir Konvergenz zu beliebigem
e > 0 ein n(e/2) mit 0 < 4 4P |bg| < /2 fiir alle n > n(e/2) und alle p. Daraus folgt 0 < R, <&/2 < ¢
fiir all diese n.

Theorem 4.8 (Differentiation von Potenzreihen)
Sei f(z) = Y o0 o anz™ eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0. Dann ist f auf ganz ] — R, R|
differenzierbar und es ist

f'(@) =) nanz™ ',
n=1
das heifit, man erhdlt die Ableitung durch “gliedweise” Differentiation.

Beweis:

(I) Sei |¢| < R beliebig. Wir setzen fiir n > 1
_ —z;:zn x#£c
fn(@) { nc? ! T=c

Dann ist S, (2) = Y p_; ar fe(2) stetig. Wir zeigen: lim,,_, o S, (z) =: S(z) existiert, ist stetig und
es gilt
f(2) = () + S(z)(z — o).

Wegen S(c) = 3% kapz*~! folgt dann die Behauptung aus Satz 4.2 c).
k=1

(IT) Sei t > 0 mit |¢| < ¢t < R beliebig. Nach Aufgabe 26 haben die Reihen Y - ; axz® und Y oo | kajz*
den gleichen Konvergenzradius. Also konvergiert die Reihe Y 72 | kart*—! absolut.

Es st fo(z) = Y5 2"~ 171e!, also ist fiir |z| < ¢

n—1 n—1
|fn(l’)| S Z |$|'ﬂ—1—l‘c|l S Ztn_l_ltl — ntn_l.
=0 =0
Damit erhilt man fiir |z| <t
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(111)

1Sn(@)] =125 arfi(2)]
=<3 ko1 laxl | fr(@)]
< Yopey klag |t
< Yopey klag [t

Damit ist die Reihe )7~ ar fi(z) absolut konvergent. Thr Grenzwert sei S(z).
Behauptung: (Sp(x))n konvergiert gleichmiflig auf [—¢,¢].
Beweis: Es ist fiir alle z € [—t, 1] stets

15(2) = Sn(z)| = [limp 00 Snyp(x) — Sn(z)|
= limpso0 | Zpiny arfi(@)]
<limy o0 S Kag 1
< Zzo:n k|ak|tk_1

=R,

Die Folge (Ry) hingt nicht von z ab und ist nach dem vorangegangenen Lemma eine Nullfolge.
Daraus folgt die Behauptung.

Nach dem Theorem iiber die gleichmiflige Konvergenz stetiger Funktionen ist S(z) stetig auf [—¢, ¢]
und da |¢| < t < R beliebig war, ist S(z) stetig auf ganz | — R, R|. Es ist

1) = () = lim Su(e)(& — ) = S(@)(z — c).

Nach Teil (I) folgt das Theorem.

Weitere wichtige Formeln

Wir stellen nun eine Reihe wichtiger Formeln zusammen, die Sie mit den angegebenen Regeln schnell
ableiten konnen:

Aufgaben:
1. exp(z)' = exp(x).
2. exp(az)' = aexp(z).
3. Sei a > 0. Dann ist (a®)' = In(a)a® (wegen a® = exp(zln(a)) nach Definition, siehe auch die
untenstehenden Aufgaben iiber die Potenzen).
4. sin(z)' = cos(z), cos(z)’ = — sin(z).
5. (In(z))’ = 1/z (s. Satz iiber die Umkehrfunktion und Aufg. 1).
6. (log,(x)) = xlr}(a)' (Beachte log, (z) = In(z)/In(a).)
7 sin(z)

Man setzt tan(z) = lies: Tangens x) auf | — 7 /2, 7/2[ (dort ist cos(xz) > 0, wie wir spiter
cos(x)

sehen werden). Es ist tan(z)’ = 1 + tan(z)?.

Es folgen einige Aufgaben, die die Ableitungsroutine steigern.

Aufgaben:
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1. Berechnen Sie bitte die Ableitungen der folgenden Funktionen:
a) f(2) = Yoo ar(z —o)F.

) $(@) = explsin(z - o).
(©) £(2) = explln(a)
(@) £(z) = In(cos(a).
©ro={ 5L 12

2. Beispiel einer tiberall differenzierbaren Funktion mit unstetiger Ableitung: Sei

h(z) = { \/Wsin(l/|x|()) i ig

Zeigen Sie bitte: h ist iiberall differenzierbar, aber die Ableitung ist im Nullpunkt nicht stetig.
Tipp: Fiir x > 0 konnen Sie die Ableitung nach der Produkt- und Kettenregel bilden. Fiir z < 0 ist
h(z) = h(—z), also hilft wieder die Kettenregel. h'(0) = 0 mufl man “zu Fu8” ausrechnen.

3. Die folgenden Aufgabenteile dienen zum Verstindnis der Potenzfunktion und der Exponentialfunk-
tion. Wir setzen die Formel a™ a™ = a™1" voraus.

(a) Seien p, ¢ € N und a € R. Zeigen Sie bitte: (a?)? = (a?)? = a?.

(b) Fiir alle weiteren Aufgaben benutzen Sie bitte die folgende Eigenschaft bijektiver Abbildungen
(vergl. Abschnitt 1.1). Sei f : M +— N bijektiv. Fiir jedes y € N ist dann f~!(y) die eindeutig
bestimmte Lisung der Gleichung f(z) = y.

Zeigen Sie bitte: Fiir p, ¢ € Nund z > 0 gilt P = (Jz)?.
Tipp: Benutzen Sie die vorhergehende Aufgabe.

(¢) Aufgrund von b) kénnen wir fiir p, ¢ € N und = > 0 eindeutig erkliiren: zP/9 = /2P = (Y/x)P.
Ist p € Z,p < 0, so setzen wir zP/1 = ﬁ. Zeigen Sie bitte: Fiir £ > 0 und 7, s € Q ist
x"x® = ", !

(d) Zeigen Sie bitte: sei 0 # p € Z g € N. Dann ist die Funktion x — 2P/? stetig und bijektiv von
[0, oo[ auf sich. Die Umkehrfunktion ist y — y?/P.

4. Fiir die folgenden Aufgaben wiederholen wir die Funktionalgleichung der Exponentialfunktion:
exp(z + y) = exp(z)exp(y). Wir wollen den Zusammenhang zwischen der Exponentialfunktion
und der vorigen Aufgabe herstellen. Sei 0 # p € Z und ¢ € N.

(a) Sei a = exp(u) fiir ein festes u # 0. Zeigen Sie bitte:
_ _ - ()"
a? = exp(pu) = z‘; g

(b) Zeigen Sie bitte a'/? = exp(u/q).
(c) Zeigen Sie bitte a?/? = exp(pu/q).
5. Zeigen Sie bitte: fiir £ > 0 und r € Q ist die Funktion f(z) = z" stetig differenzierbar und es gilt
(") =ra" .

Tipp: Am einfachsten ist es, die Formel " = exp(r In(z)) zu benutzen.

Wegen der 4. Aufgabe kann man die Exponentialfunktion als stetige Fortsetzung der Funktion r € Q — e”
(e = exp(1)) von Q auf ganz R ansehen.
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Ho6here Ableitungen

Sei f(x) = 322 Dann ist f nach den Rechenregeln in jedem Punkt diferenzierbar. Damit erhilt man eine
neue Funktion f’, die jedem Punkt z die Steigung f'(z) der Tangente im Punkt (x,f(x)) an die Kruve
G(F) zuordnet. Sie erhalten f'(z) = 6xz. Sie sehen, dafy Sie diese neue Funktion wieder differenzieren
konnen; es ist (f')(x) = 6 fiir alle z. (f')’ ist die “zweite Ableitung”. Allgemein erkliren wir:

Definition 4.9 Sei J C R ein Intervall und f : J — R eine Funktion.

a) Sei f in jedem Punkt x € J differenzierbar; dann heifft die neue Funktion f': J - R, z — f'(z)
erste Ableitung von f.

b) Sei fiir n > 1 die n. Ableitung ) als Funktion schon definiert. Ist die Funktion f(™ in jedem
Punkt x € J differenzierbar, so heifst die Funktion

(f™) @ (f) (2)
(n +1). Ableitung f™+1 yon f.

¢) Ezistiert die n. Ableitung fiir jedes n, so heifit f unendlich oft oder beliebig oft differenzierbar.

Statt f2) schreibt man oft f” oder auch f. Fiir f® ist auch f" iiblich. Statt f( schreibt man auch
arf

dz™"

Beispiele unendlich oft differenzierbarer Funktionen bilden die Potenzreihen:

Satz 4.10 Sei f(z) = Y 7o, arz" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0. Dann ist f unendlich
oft differenzierbar und es gilt

() = i k(k—=1)---(k=n+ agz* "

k=n

Der Beweis dieses Satzes ergibt sich durch Induktion aus Theorem 4.8

Die dritte der folgenden Aufgaben spielt eine Rolle als Beispiel einer unendlich oft differenzierbaren
Funktion, deren Taylorreihe zwar konvergiert, aber nicht gegen die Funktion (siehe den Abschnitt {iber
die Taylorentwicklung). Sie ist auch Ausgangspunkt fiir die Konstruktion der “Diracschen Deltafunktion”
(wichtig fiir Physiker).

Aufgaben:
1. sin(z)" = —sin(z), cos(x)"” = — cos(z).
2. exp(—2?/2)" = (2% — 1) exp(—2?/2).
3. Sei

h(z) = { exp(—l/wQ()) ’ # 8

Zeigen Sie bitte: h ist beliebig oft differenzierbar und es ist A (0) = 0 fiir alle n.
Tipp: Fiir z # 0 haben Sie dank der Rechenregeln (einschlieflich der Kettenregel) keine Probleme.
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Fiir ¢ = 0 zeigen Sie zuniichst durch Induktion h(™ (y) = (Xr_s ax/y*) exp(—1/y?) fiir y # 0,
wobei Sie die ay nicht explizit berechnen miissen. Damit ergibt sich fiir  # 0

h™) () = h™(0) _

_ E : ak 2
z—0 - (k:() $k+1)exp(—1/a§ )
N . Sie 1i exp(—1/2%) _ fii . o 1
un zeigen Sie limozg 40 —— = = 0 fiir r € N, wobei Sie exp(—1/2%) = 7exp(1/x2) benutzen

und den Nenner in eine Reihe entwickeln, die Sie nach dem r. Glied abbrechen.
Wiederholung:

e Definition der Differenzierbarkeit und der Ableitung

Aquivalente Formulierungen der Differenzierbarkeit

Rechenregeln fiir das Differenzieren

Ableitung der Umkehrfunktion

Ableitung von Potenzreihen

Hohere Ableitungen

4.2 Die Mittelwertsitze der Differentialrechnung

Uberblick: Der Schliisselsatz (Satz von Rolle) besagt, daB eine stetige Funktion f : [a,b] ~ R mit
f(a) = f(b) =0, die in ]a, b[ differenzierbar ist, eine waagrechte Tangente besitzt. Aus diesem Satz leiten
sich die beiden Mittelwertsitze durch eine einfache Rechnung ab. Der erste von ihnen besagt, daf} es
zu jeder Sekante an die Kurve G(f) eien parallele Tangente gibt, falls f differenzierbar ist. Der zweite
Mittelwertsatz erlaubt komplizierte Grenzwertberechnungen und ist der Schliissel fiir den Taylor’schen
Entwicklungssatz fiir gentigend oft differenzierbare Funktionen.

Der Satz von Rolle

Anschaulich klar und aus der Schule bekannt ist der folgende Sachverhalt:

Lemma 4.11 Sei J =|a, b ein Intervall und f : J — R sei eine differenzierbare Funktion. Hat f in ¢
ein Mazimum oder ein Minimum, so ist f'(c) = 0.

Die Voraussetzung bedeutet genauer: es gilt f(c) > f(z) fiir ale z oder f(c) < f(z) fiir alle x.

Beweis: Sei 0. B. d. A. f(c) > f(z) fir alle z (sonst betrachte g = - f). Nach Voraussetzung existiert

f(c) = limezgye M Fiir die Folge (an)n = (¢ + 1/n),, also a, — ¢ = 1/n gilt dann

7€) = Jim n f(c+1/n)— f(0) <0.

~~

<0
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Fiir (by)n = (¢ — 1/n), ergibt sich

f'(¢) = lim (-n) f(c—1/n) - f(c)) 2 0.
N> 00 N~ - v

~~

<0 <0

Damit folgt f'(c) = 0.

Geometrisch besagt der folgende Satz, dafl eine differenzierbare Funktion, die in 0 startet und endet,
irgendwo dazwischen eine waagrechte Tangente haben mu8.

Satz 4.12 (Satz von Rolle)
Sei J = [a,b] und f : J — R sei stetig und im offenen Intervall |a,b| differenzierbar. Sei ferner
f(a) = f(b) =0. Dann gibt es ein ¢ €]a,b[ (also a < ¢ < b) mit f'(c) = 0.

Beweis: Ist f konstant gleich 0, so ist f'(z) = 0 fiir alle z, also kann man als ¢ jedes = €]a, b[ wihlen.
Sei f nicht konstant. Die Funktion g = |f| ist stetig auf [a,b] mit g(a) = ¢g(b) = 0. Sie nimmt nach
Theorem 3.14 ihr Maximum in einer Stelle ¢ € [a,b,] an. Da sie nicht konstant ist, ist g(c) > 0, also
a < ¢ < b. Wir unterscheiden zwei Fille:

(M) f(c) = g(c), oder kurz: f(c) > 0. Dann ist fiir alle z stets

also f'(¢) = 0 nach dem vorangegangenen Lemma.

(II) f(c) = —g(c), also f(c) < 0. Nach (I) hat h = —f eine waagrechte Tangente, also auch f.
Damit ist der Satz bewiesen.

Die Mittelwertsitze

Theorem 4.13 (Erster Mittelwertsatz)
Sei F': [a,b] = R stetig und im offenen Intervall |a,b| differenzierbar. Dann gibt es ein c €]a,b] mit

Meist wird dieser Satz in einer geometrisch noch anschaulicheren Version benutzt: Sei f : J — R dif-
ferenzierbar und u, v € J mit u < v beliebig. Dann gibt es zur Sekante durch die Punkte (u, f(u)) und
(v, f(v)) eine parallele Tangente an die Kurve G(f) an einer zwischen u und v liegenden Stelle c.. Noch
anders ausgedriickt:

Korollar 4.14 Sei J ein beliebiges Intervall und f : J — R sei differenzierbar auf J. Seien u < v zwei
beliebige Punkte aus J. Dann gibt es ein ¢ mit u < ¢ < v und

67



Beweis: Beweis vom Theorem:

Wir ziehen die Sekante s(z) = f(a) + W(m —a) von f ab und wenden den Satz von Rolle auf die
. . . . b)—

Differenz h(z) = f(z) — s(z) an. Es gibt danach ein ¢ €]a,b[ mit 0 = h'(c) = f'(c) — W

Das Korollar erhélt man durch Anwendung des Theorems auf das Intervall [u, v].

Anleitung zum FuncPlot-Applet Verfolgen Sie das geometrisch so anschauliche Vorgehen im Beweis
anhand der beiden folgenden Beispiele:

1. f(z) = 2%, a = —1, b = 0.5. Zeichnen Sie f, die Sekante s und die Differenz h und lesen Sie den
Punkt ¢ aus der Zeichnung ab. Berechnen Sie ¢!

2. f(x) = sin(z), a = —7w/4, b = w/2 ( 7 = 3.14159). Es ist f(a) = —1/v/2, f(b) = 1. Zeichnen Sie
wieder f, s, und die Differenz h. Hier konnen Sie die Stelle ¢ nur aus der Zeichnung ablesen.

Eine erste unmittelbare Anwendung des Korollars ist die folgende Charakterisierung der strengen Mono-
tonie einer Funktion:

Satz 4.15 (Monotoniekriterium)
Seia <bund g :[a,b] = R sei stetig und auf ]a,b[ differenzierbar. Es habe g' keine Nullstelle. Dann ist
g streng monoton auf [a,b].

Beweis: Annahme der Satz ist falsch. Dann ist g nicht injektiv. Es gibt also v < v in [a,b] mit
g(u) = g(v). Fiir die Funktion h(z) = g(z) — g(u) gibt es nach dem Satz 4.12 von Rolle eine Stelle ¢ mit
0= "h'(c) = ¢'(c), ein Widerspruch.

Daraus erhalten wir den zweiten Mittelwertsatz:
Theorem 4.16 (zweiter Mittelwertsatz)

Seien f,g : [a,b] — R stetig und auf dem offenen Intervall la,b] differenzierbar. Es habe ¢' keine
Nullstelle. Dann ist g(a) # g(b) und es gibt eine Zwischenstelle ¢ mit a < ¢ < b und

Beweis: Da g nach dem vorangegangenen Satz streng monoton ist, ist g(a) # g(b). Wir wenden nun
den Satz 4.12 von Rolle auf die Differenz

an. Wir erhalten eine Zwischenstelle ¢ mit

0=H(e) = (o) — (L=
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Kurvendiskussion

Die ersten Anwendungen zur Kurvendiskussion kénnen Sie selbst in den Aufgaben entwickeln.

Aufgaben:

1. Sei f: [a,b] — R stetig und in ]a, b[ differenzierbar. Ist f'(z) = 0 fiir alle z, so ist f konstant.
Tipp: 7'10(32 — g(a) =7?.
2. Sei f wie in Aufg. 1, nur sei jetzt f'(z) > 0 fiir alle z. Dann ist f streng monoton wachsend.

Tipp: Sei u < v. Was ist W? Lose nach f(v) auf.

3. Sei f wie in 1. Zeigen Sie bitte: f ist genau dann monoton wachsend, wenn f'(z) > 0 ist fiir alle x.

4. Formulieren und beweisen Sie zu Aufg. 2 und 3 entsprechende Aussagen fiir “monoton fallend”.

Grenzwertbestimmungen

Wir hatten schon frither gesehen, daf§ limox,—0 % = 1 gilt (der Grenzwert ist die Ableitung von
sin(z) an der Stelle 0). Der Grenzwert existiert also, obwohl Z#hler und Nenner fiir sich betrachtet gegen

0 konvergieren. Mit Hilfe des zweiten Mittelwertsatzes konnen wir die allgemeine Situation behandeln.

Satz 4.17 (1. Regel von de L’Hopital: “0/0”)
Sei J ein Intervall, c € J und f, g: J\ {c} = R seien differenzierbar mit ¢'(xz) # 0 fiir alle x. Es gelte

!
limg_,. f(.Z') =lim,_,. g(;p) = 0 und es existiere lim,_,. ;,gi; =: L. Dann existiert auch lim,_,, —ggg und
ist gleich L. Kurz:
!
lim I (2) = lim f(:c)
r—c g (T z—C g(.z'

Beweis:

(I) Wir setzen f und g auf ganz J durch f(c) = g(¢) = 0 fort. Die neuen, so fortgestzten Funktionen
sind auf ganz J nach Voraussetzung iiber die Existenz der Limites stetig und (nach wie vor) in
J\ {c} differenzierbar. Ist also z € J und z < ¢ bzw. £ > ¢, so kann man den 2. Mittelwertsatz auf
das Intervall [z, c] bzw. [c, ] anwenden.

!
(IT) Sei e > 0 vorgegeben. Nach Voraussetzung gibt es ein § > 0 mit |L — g ,Ezg| < ¢ fiir alle y mit

0<|y—c| <d.Seiz e Jmit 0 < |z—c| <d. Dann ist nach dem 2. Mittelwertsatz
fl@) _ fl@) -0 _ f(z) - flo) _ f'(y)

g(z)  g(@)—0  gx)—g(c) ¢'()

fiir ein y echt zwischen z und c. Dies y erfiillt also insbesondere 0 < |y — ¢| < 4. Also ist

/(=) f'()

=@ = g

| <efir0<|z—c|<d.
Ganz dhnlich beweist man die folgende Regel:
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Satz 4.18 (2. Regel von de L’Hopital: “co/00”)

Sei J ein Intervall, ¢ € J und f, g : J\ {c} = R seien differenzierbar mit g'(x) # 0 fiir alle x. Es
!

mdge g(x) fiir z — ¢ bestimmt gegen oo divergieren. Es existiere lim,_, . % =: L. Dann ezistiert auch

lim,_,. % und ist gleich L. Kurz:

Beispiele:

. In(1
1. lim,_,q 0 ;ax) = lim,_,q T+ az) 1 a.

. _ . 1-2- ]z — 2| y i
2. lim M:ﬂ:hm o ———Y 1 =l =0 (“4” fiir z > 2, “=7 fiir x < 2).

T—2 |.’L' — 2| T—2 2\/5 ( )
2 .
3. limo g o0y = lim, g ZEREOST — o
2
4. lim,o(z1n(z)) = lim; 0 12(137_) = limg,_0 —lx-x =0.
z
In(1+y)

5. limy_yo0(1 + 1/2)% = limy_,0(1 + y)*/¥ = lim,_,o eXP(T) = exp(1) = e nach Aufgabe 1 und
wegen der Stetigkeit der Exponentialfunktion.

Wiederholung:

e Satz von Rolle, 1. und 2. Mittelwertsatz.
e Monotonie und Ableitung.

e Grenzwertbestimmungen nach de L’Hopital.

4.3 Der Entwicklungssatz von Taylor

Uberblick:  Als Konsequenz des 2. Mittelwertsatzes ergibt sich: Eine (n + 1) mal differenzierbare
F®(e)

Funktion f kann um einen Punkt ¢ durch das Polynom P, (z) = >, _, T (z—c)* sehr gut angenihert
werden. Daraus leiten wir ab, wann man eine Funktion f durch eine Potenzreihe darstellen kann.

Der allgemeine Entwicklungssatz

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels haben wir gesehen, dafl und wie genau eine im Punkt ¢ differenzierbare
Funktion f durch die Tangente im Punkt (¢, f(¢)) an den Graphen G(f) angeniihert werden kann. Ist die
Funktion nun n mal differenzierbar, so bietet sich die Anniherung durch ein “Schmiegpolynom” n-ten
Grades an. Die Tangente ist ja durch ein Polynom 1. Grades gegeben.

Anleitung zum FuncPlot-Applet Schauen Sie sich die Annidherung durch Polynome einmal an.
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1. f(z) = sin(z) auf [-2,2]. Der “Schmiegpunkt” ist ¢ = 0. Wihlen Sie Pi(z) = z, P2(z) = z — 236,
Pi(z) =z — 2% /6 + 25/120 — 27 /5040.

2. Dasselbe Beispiel, aber jetzt auf dem Intervall [—6, 6].
3. f(z) = /z auf [0.5,2]. Der Schmiegpunkt ist ¢ = 1. Wihlen sie P;(z)

) ] =1 +5(w - 1)/2, Ps(z) =
14 (z—1)/2— (z —1)?/8, Ps(z) = Py(z) + 3(331_61) - 5($1581) + 7(332561)

Der Hauptsatz lautet:

Theorem 4.19 (Entwicklungssatz von Taylor)
Sei J ein Intervall und f : J — R sei eine (n+ 1) mal differenzierbare Funktion auf J. Seic € J beliebig.
Dann gibt es zu jedem x € J eine Zwischenstelle y zwischen x und ¢ mit

fl) =fle)+ %,Q(m —-co)+ %@(z -+ 4+ %ﬁ(m —o)" + wﬁl(a:—c)”Jrl

(n+1)!
= Yo Do (@ — o) 4 L0 (g — ¢yt

Das Polynom Y _;_, %(x —c)* heift Taylorpolynom n. Grades um den Entwicklungspunkt c,

der Term f((’::i)('y) (r — c)"*! Restglied.

Beweis: Sei T,(z) = > ¢, %ﬁ(w — ¢)* das Taylorpolynom, sei h(z) = f(z) — T}, (z) die Differenz
zwischen f und dem Taylorpolynom und g(z) = (z — ¢)™*'. Dann ist h(*) (¢) = g®) (¢) = 0 fiir alle k < n.
Wir wenden den 2. Mittelwertsatz nacheinander auf die Funktionen f*) und ¢g*) an und erhalten

h(z)—h(c)
9(z) g(z)—g(c)
h’(.’L‘1

"

g (T1

h'(z1)—h'(c)

g'(z1)—g'(c)

h (22)

9" (z2)

L h(")(wn)—h(")(c)
g (@n)—g"(c)

h("+1)(z"+1)

(n+1)! ’

wobei x; zwischen x und ¢, 2 zwischen z; und ¢, ..., 11 =: y zwischen x,, und c liegt. Multiplikation
mit g(z) liefert die Behauptung.

Korollar 4.20 Die Funktion f : J — R ist genau dann ein Polynom n. Grades, wenn f (n + 1) mal
differenzierbar ist, f™ # 0 und ft) =0 ist.

Lokale Extremwerte

Die Entwicklung einer Funktion bis zum 2. Glied, f(z) = f(c) + f'(c)(z — ¢) + f"(y)/2 - (x — ¢)?, spielt
bei der Bestimmung lokaler Extremwerte eine Rolle.
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Definition 4.21 Sei J ein Intervall und f : J — R eine reelle Funktion. Sei ¢ € J, so dafi noch ein
ganzes Intervall ¢ — do,c + do[ in J enthalten ist (69 > 0). f(c) heifsit lokales Maximum, wenn es ein
0 > 0 gibt mit f(c) > f(z) fir alle x € J mit |z — c| < §. f(c) heifit lokales Minimum, wenn es ein
0 > 0 gibt mit f(c) < f(z) fir alle x € J mit |x — ¢| < J. Liegt einer der beiden Fille vor, so heifit f(c)
lokaler Extremwert und ¢ eine (lokale) Extremalstelle.

Wie Sie sich aus der Schule vielleicht noch erinnern, gilt der folgende Satz:

Satz 4.22 (Lokale Extrema)
Sei J ein Intervall und ¢ € J, so dafi noch ein ganzes Intervall [c — dg,c + do[ in J enthalten ist. Sei
f:+J = R differenzierbar.

a) Ist ¢ eine Extremalstelle, so ist f'(c) = 0.
b) Sei f zweimal stetig differenzierbar. Ist f'(c) = 0 und f"(c) <0, so ist f(c) ein lokales Mazimum.
Ist f'(c) = 0 und f"(c) >0, so ist f(c) ein lokales Minimum.

Beweis:

a) ist schon in Lemma 4.11 bewiesen worden.
b) Sei f"(c) > 0. Zu e = f"(c)/2 gibt es ein § > 0 mit
—f'()/2 < (=) = () < f"(0)/2,

also 0 < f"(¢)/2 < f"(z) fir alle z mit |z — ¢| < §. Fiir solche z gibt es ein y zwischen z und ¢
(also insbesondere |y — ¢| < §) mit

f@)=f)+ ()@ =)+ ')z —0c)?/2=f(c) + f' ) (& = ) /250 > f(0).
—_————

f(c) ist also ein lokales Minimum. Ist f"(¢) < 0 so betrachte g = —f.

Niherungsformeln

Aus dem Satz von Taylor erhilt man die folgenden in der Praxis haufig verwendeten Formeln, indem
man die Taylorreihe nach dem 1. oder 2. Glied abbricht (der Funktionswert an der Entwicklungsstelle ¢
gilt als nulltes Glied). Anleitung zum FuncPlot-Applet Zeichnen Sie im Folgenden in der Nihe
des Entwicklungspunktes ¢ = 0 (also zum Beispiel auf dem Intervall [—0.1,0.1] oder sogar [—0.5,0.5]) die
gegebene Funktion und die Niherungsfunktion. Wihlen Sie auf der y-Achse einen verniinftigen Mafstab,
damit Sie die Abweichungen der Niherungsfunktion von der gegebenen iiberhaupt erkennen kénnen!

1. f(z) = 115 ~1—=; y-Intervall [0.9,1.1].

2. flz) = ﬁ ~ 1 — z?; y-Intervall [0.9,1.1].

3. f(z) =In(1 +z) = x — 22/2; y-Intervall [-0.1,0.1].
4. f(z) = sin(z) ~ z; y-Intervall [—0.3,0.3].

5. f(x) = cos(z) ~ 1 — 2%/2; y-Intervall [0.8,1.1].

6. f(z) =v1+z~1+x/2; y-Intervall [0.8,1.1].
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Die Taylorreihe

Fiir die 2. Anwendung des Satzes von Taylor - die Entwickelbarkeit einer Funktion in eine Potenzreihe -
bendtigen wir die folgende Definition:

Definition 4.23 Sei g : [a,b] = R eine beliebige beschrinkte Funktion. Dann heifst
9lloc == sup{lg(2)| : = € [a,b]}

die Supremumsnorm von g.

Bemerkung: Jede auf [a, b] stetige Funktion g ist nach Theorem 3.14 beschrénkt. Da auch |g| stetig ist,
gibt es sogar ein Tyqz € [a,b] mit ||glcoc = |9(Tmaz)|-

Satz 4.24 (Entwickelbarkeit in eine Taylorreihe)
(b-a)"
n!

Sei f : [a,b] — R beliebig oft differenzierbar. Es gelte lim,,_, o I ||oo = 0. Sei c € [a, b] beliebig.

(k)
Dann konvergiert die Taylorreihe Y .° f k‘(c) (z — c)k gleichmapig auf [a,b] gegen f.

(k)
Beweis: Sei T, =Y, _, fk—,(c)(x — ¢)* das n. Taylorpolynom. Dann ist fiir ein y zwischen z und ¢
(1) () (g— con+1
F@) = Ta(@)] - = ||
< |f(n+1)(!y)| (b—a)"!
tn41)
S ”f(n—i-l)l!loo (b _ a)n+1_

Da f beliebig oft differenzierbar, als f("t1) differenzierbar ist, ist f("*1) stetig, der rechts stehende Aus-

(n+1)
druck also wohldefiniert. Er &ngt nicht mehr von z ab und die Folge (H(b —a)"*1),, konvergiert

gegen 0. Daraus folgt, da8 die Folge (T,), gleichmiflig gegen f konvergiert.

o[£
Korollar 4.25 Es gelte limsup,,_, ., 1f n,”w <3 E o Dann konvergiert die Taylorreihe gleichmafig
auf [a,b] gegen f.

Beweis: Die Voraussetzung impliziert

: e Ml
lim sup(b — a) — =q<1,
n—00 n:

also gibt es ein ng, so daB fiir alle n > ng

(n)
(b—a)\"/% <(1+g)/2<1

0< O o, < (1492

ist. Damit ist aber fiir solche n

und die rechte Seite konvergiert fiir n gegen co gegen 0.
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Korollar 4.26 Sei Y ;- arz" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0 und f(z) = Y 1o, apz®

auf] — R, R[. Dann ist die Potenzreihe die Taylorreihe von f, das heifit es gilt f(™(0) = nla,, fiir alle n.
Beweis: Rechnen Sie einfach f(™)(0) aus. Sie diirfen ja gliedweise dirfferenzieren.
Beispiele:
1. Die Taylorreihen von exp(z), sin(z) und cos(z) sind also einfach die bekannten entsprechenden
Potenzreihen, mit denen diese Funktionen definiert wurden.
n+1
2. f(z) =In(1+2z) auf | — 1,1[. Der Entwicklungspunkt sei 0. Es ergibt sich f(z) = Zf;o(—l)"ﬁ—_’_l
und diese Taylorreihe konvergiert gegen f.
+1
3. Entsprechend erhilt man In(1 —z) = =37 %I Subtrahiert man diese Reihe von der fiir
In(1 + z), so erhilt man
1+ = 2t
= —In(l—-2)=2 .
ln(l—x) In(1+4+2z)—In(1 —x) 712202”*'1
4. Sei a # 0, —1 und fiir [z < 1 sei f(z) = (1+z)*. Wir setzen ({) = ala—1): kg,a —(k=1) ynq
erhalten fiir die Taylorreihe um ¢ = 0 '
= [«
1+2)* = k
+a =3 (1)s
n=0
Auf ] — 1,1] konvergiert die Reihe gegen die Funktion.
_1/.2
5. Sei h(z) = { exp(~1/z ()] i f 8 . Diese Funktion ist beliebig oft differenzierbar, ihre Tay-
lorreihe um den Entwicklungspunkt ist wegen h(™(0) = 0 gleich 0. Diese Reihe konvergiert also
trivialerweise tiberall, aber nur im Nullpunkt gegen die Funktion.
Wiederholung:

Taylorpolynom einer Funktion und Taylorsche Formel.
Lokale Maxima und Minima einer Funktion.
Naherungsformeln

Konvergenz von Taylorreihen.

Zusammenhang zwischen Potenzreihen und Taylorreihen.

4.4 Spezielle Funktionen

Uberblick: Wir werden die Exponentialfunktion, die Winkelfunktionen und die Hyperbelfunktionen
einschliefllich ihrer Unkehrfunktionen ausfiihrlich diskutieren. Dabei werden wir eine neue Methode zur
Erzeugung von Funktionen kennenlernen: Losungen von Differentialgleichungen.
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Evolutionsgleichung und Exponentialfunktion

Die Gleichung
() =af(t) mit (0+#a)

beschreibt die sogenannte lineare Evolution von Systemen. Die Gleichung bedeutet: die relative Ande-

f'(®)

TUNg [0 pro Zeiteinheit und vorhandener Masse (Menge, Substanz,etc.) ist konstant.

Gleichungen zwischen Funktionen, die fiir jedes Argument gelten sollen und neben der Funktion ihre Ab-
leitungen bis zur Ordnung n enthalten, heiflen gew6hnliche Differentialgleichungen n-ter Ordnung.
Jede Funktion, die eine solche Gleichung erfiillt, heifit deren Lésung.

Satz 4.27 (Lineare Evolutionsgleichung)
Zu jedem Paar (to,yo) € R? gibt es genau eine Funktion f : R — R, die die Differentialgleichung

f'#) = af(t)

list und den Anfangswert

f(to) = 9o
hat, ndmlich
f(t) = exp(a(t — to))yo.

Beweis: Die angegebene Funktion erfiilt beide Gleichungen, wie man durch Nachrechnen bestétigt. Sei
g eine weitere Funktion, die beide Gleichungn erfiillt. Die Funktion h(t) = exp(—a(t — t9))g(t) erfiillt
dann A'(t) = 0 fiir ale ¢, also ist h(t) konstant gleich yo. Damit ist g(¢t) = exp(a(t — to))h(t) = f(2).

Aufgabe: Man kann die Differentialgleichung auch mit dem Satz von Taylor 16sen:

a) Zeigen Sie bitte, dafl jede Losung der Differentialgleichung beliebig oft differenzierbar ist mit
F() = a™f (D).

o] £
b) Sei L > 0 beliebig. Zeign Sie, daf} limsup,,_, ., % = 0 gilt. Damit konvergiert die Taylor-
reihe der Losung f auf [—L, L] gleichmifig gegen f.

c) Bestimmen Sie die Taylorreihe einer Losung der beiden Gleichungen oben.
Die Differentialgleichung des mathematischen Pendels (Die Schwingungsglei-
chung)

Die zweite besonders wichtige Differentialgleichung ist die des mathematischen Pendels, in der die riick-
treibende Kraft eines Pendels proportional zur Auslenkung ist.

(1) = —w?F(t), w #0.

Um die Eindeutigkeit der Losung zu erhalten, miissen wir - wie es physikalisch sinnvoll ist - noch die
Startauslenkung f(to) = yo und die Startgeschwindigkeit f'(to) = 2o vorgeben.
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Satz 4.28 (Schwingungsgleichung)
Zu jedem Tripel (to,yo,20) € R® gibt es genau eine Lésung der Schwingungsgleichung

() = = (1),

mit den Anfangswerten

namlich
f(t) = yo cos(w(t — to)) + 2o sin(w(t — o))

Beweis: Die angegebene Funktion erfiillt die Differentialgleichung und die beiden “Anfangswerte”, wie
Sie durch Nachrechnen bestétigen.

FEindeutigkeit: Sei g eine weitere Losung mt den gleichen Anfangswerten und h = f—g. Dann ist A" +w?h =
0. Multipliziert man diese Gleichung mit 2h’ und benutzt die Kettenregel, so erhilt man

(")) +w?(h?) =0,

also ist
(h")2(t) + W’ h(t) = (B')*(to) + w’h*(to) = O,

woraus h? = 0, also f = g folgt.

Aufgabe: Zeigen Sie analog zur vorigen Aufgabe, dafl jede Losung der Differentialgleichung eine gegen
sie konvergente Taylorreihe hat und bestimmen Sie diese Reihe aus den Anfangwerten und der Differen-
tialgleichung. Sie erhalten die angegebene Losung.

Die Winkelfunktionen

Wir haben Sinus und Cosinus durch Potenzreihen erklirt. In der Schule haben Sie Funktionen gleichen
Namens geometrisch eingefiihrt. Wir machen absichtlich einen Qerstrich iiber die “Schulfunktionen” und
zeigen dann daf} sie mit den durch die Potenzreihen gegebenen Funktionen iibereinstimmen. Sinus bzw.
Cosinus wurden als Gegenkathete sin bzw. Ankathete ¢os eines rechtwinkligen Dreiecks mit Winkel z im
Bogenmafl und Hypothenuse 1 erklirt. (sieche Analysis Alive S. 134 ff). Dann zeigt sich, daf sin(z)’ =
cos(z) und cos(z)’ = —sin(z) ist. Damit erhiilt man sin(z)"” = —sin(z) und sin(0) = 0, sin(0)’ = 1 ist.
Der Satz 4.28 zeigt, daf sin = sin gilt. Ebenso erhilt man, dafl ¢os = cos ist. Damit kénnen wir einige
Eigenschaften der Winkelfunktionen direkt aus ihrer geometrischen Bedeutung ablesen. Zum Beispiel ist
w/4 die erste Nullstelle > 0 des Cosinus und ferner gilt

cos(z + 2km) = cos(x), sin(z + 2kw) = sin(z).
Die Winkelfunktionen Cosinus und Sinus sind also periodisch mit kleinster Periode 2.

Die Tangensfunktion tan(z) = (S:g;g% ist auf |—7/2, 7 /2[ erklért und wegen tan(z)’ = 1+tan(z)? streng

monoton wachsend mit Bild R. Die Umkehrfunktion Arcustangens arctan(z) bildet R auf | — 7 /2, 7/2[
1

1+

ab und erfiillt arctanz’ = 3.
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Es ist cos(z) > 0 auf | — n/2,7/2[, also ist dort sin(z) streng monoton wachsend. Er bildet das abge-
schlossene Intervall [—m/2, /2] also bijektiv auf [—1,1] ab. Die Umkehrfunktion Arcus Sinus arcsin(z)
bildet daher [—1,1] stetig auf [—7/2,7/2] ab und ist auf | — 1, 1] stetig differenzierbar mit

1
Vi—z2

Ahnlich ist der Cosinus streng monoton fallend von [0, 7] aud [—1, 1]. Die Umkehrfunktion Arcus Cosi-
nus arccos(z) bildet [—1, 1] streng monoton fallend auf [0, 7] ab und ist auf dem offenen Intervall ] —1,1]
stetig differenzierbar mit

arcsin(z)’ =

1

arccos(z) = —

Die Hyperbelfunktionen

Die die Hyperbelfunktionen definierende Differentialgleichung lautet

f'(x) = f(2).

Um diese der Gleichung des mathematischen Pendels dhnliche Gleichung zu 16sen, fithren wir die folgenden
Funktionen ein:

1
Cosinus Hyperbolicus cosh(t) = i(et +eh),

1
Sinus Hyperbolicus sinh(f) = i(et —et).

Diese Funktionen spielen fiir die Hyperbel {(z,y) € R? : 22 — y? = 1} eine zu den Winkelfunktionen fiir
den Einheitskreis {(z,y) € R? : 2 + y? = 1} analoge Rolle.

Satz 4.29 (Differentialgleichung der Hyperbelfunktionen)
Zu, jedem Tripel (to, o, 20) € R® gibt es genau eine Lisung f : R — R der Differentialgleichung

£t = £()

mit den Anfangswerten

flto) = o
f'(te) = 2o,

ndmlich
f(t) = yo cosh(t — to) + zo sinh(t — to).

Beweis: Daf} die angegebene Funktion Losung der Differentialgleichung mit den gegebenen Anfangs-
werten ist, erhilt man durch einfaches Nachrechnen.

Eindeutigkeit: Wir konnen wieder zeigen, daf} jede Losung des Problems in eine Taylorreihe entwickelbar
ist und diese gerade die angegebene Funktion darstellt. Ein anderer, einfacherer Weg ist der folgende:
Sei g eine Losung mit den vogegebenen Anfangswerten. Dann erfiillt h = f — g die Differentialgleichung
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mit den Anfangswerten (to,0,0). Sei hy = h+ h’. Dann gilt h!, = 2h, hy(to) = 0. Nach dem Eindeutig-
keitssatz fiir lineare Evolutionsgleichungen (Satz 4.27) folgt hy = 0. Analog zeigt man h_ = h— h' = 0.
Daraus folgt 2h = hy +h_ =0, also f = g.

Wir haben bei allen drei Differentialgleichungen einen dem jeweiligen Typ angepafiten Trick benutzt,
um die Eindeutigkeit der Losungen zu zeigen. Es gibt einen ganz allgemeinen Satz iber die Lisungen
von Differentialgleichungen, aus dem die Eindeutigkeit sofort in jedem unserer Fille folgen wiirde. Dies
ibersteigt jedoch den Stoff dieser Vorlesung.

Wir diskutieren die Hyperbelfunktionen ausfiihrlicher. Thre Umkehrfunktionen spielen in der Integral-
rechnung eine wichtige Rolle.

Wegen cosh(z) > 0 und sinh(z)’ = cosh(x) ist sinh streng monoton wachsend und bildet R auf sich ab.
Die Umkehrfunktion Area Sinus Hyperbolicus arsinh(z) hat als Ableitung

1
V1it+az?

arsinh(z) =

Entsprechend erhilt man, dafl cosh das Intervall [0, co[ streng monoton auf [1, co[. abbildet. Die Umkehr-
funktion Area Cosinus Hyperbolicus arcosh(z) erfiillt

1
arcosh(r)' = ——— fiirz > 1.
V2 —1

Schlielich fiihrt man noch den Tangens Hyperbolicus tanh(z) durch

sinh(z)
cosh(x)

tanh(z) =
ein. Es ist
tanh(z)’ = 1 — tanh(z)?.
Wegen | sinh(z)| < cosh(z) bildet tanh ganz R streng monoton auf | —1, 1] ab. Die Umkehrfunktion Area
Tangens Hyperbolicus artanh(z) erfiillt

|z| < 1).

1
a.rta.nh(x)' = 1_—1.2 (

Applet ”Symbolische Integration und Differentiation” Thnen steht ein Applet zur Verfiigung
mit dem Sie mittels eines Computer-Algebra-Programms die Ableitungen beliebiger (differenzierbarer)
Funktionen bestimmen kénnen.

Wiederholung:

o Exponentialfunktion und die lineare Evolutionsgleichung.
o Winkelfunktionen und die Schwingungsgleichung.

e Hyperbelfunktionen
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Kapitel 5

Integralrechnung

Uberblick: Im ersten Abschnitt fiihren wir das Integral von Treppenfunktionen und die Rechenregeln
fiir das Integral ein. Im zweiten Abschnitt setzen wir das Integral mit dem Ausschépfungsprinzip auf
die “integrierbaren” Funktionen fort. Stetige Funktionen sind integrierbar. Der dritte Abschnitt stellt
iiber das unbestimmte Integral den Zusammenhang zur Differentialrechnung her. Im vierten Abschnitt
behandeln wir Fourierreihen und uneigentliche Integrale.

5.1 Das Integral von Treppenfunktionen

Uberblick: Wir fijhren erst Treppenfunktionen zu einer festen Zerlegung eines Intervalls ein. Fiir sie
ist das Integral der Flicheninhalt der zwischen der z—Achse und der Funktion liegenden Fliche. Wir
erweitern das Integral auf Treppenfunktionen zu beliebigen Zerlegungen eines Intervalls und stellen die
Rechenregeln fiir das Integral zusammen.

Sei J = [0,1]. Wie grof ist der Inhalt der Fliche F die zwischen der z—Achse und der Kurve {(z,z?) :
0 < z < 1}, also dem Graphen der Funktion f(z) = 22, liegt ? Wir konnen ihn ganz naiv erhalten,
indem wir das Intervall sehr fein unterteilen durch die Einteilungspunkte Z = {0, % , % o}, won
sehr grof ist, und dann als Anniherung von unten die Summe der Flicheninhalte der Rechtecke mit den
Grundlinien [% , %] und der entsprechenden Hohe k—z, wahlen.

Also kurz: Flicheninhalt: "

1,1 4
Fr_o(5+5+"%5)=

1
n n n n n- 6 =3

Anleitung zum Applet ”partiell dfinierte Funktionen” Zeichnen Sie die Funktion f(z) = z? auf
dem Intervall J = [0,1].
Wihlen sie nun n = 4 und geben die Funktion

9
fa = -1/16+1]%%]-1/4“13/4,1]'1—= o Lk k+1
b T

1
/4,31

ein.
Danach geben Sie bitte
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2
fs = 2221 157{1] N ESE ein. Sie sehen wie sich die Flichen immer besser von unten an die Fliche f
£.041

anndhern.

Ebenso kénnte man die Fliche von oben einschlieflen, indem man fiir die Rechtecke dieselbe Grundlinie,

aber die Hohe (k+ ) wihlt. Man erhilt
1,1 4 n? 1 nn+1)2n+1 1
Fr-—(o 4 = 4.ty mnrienr. 2
n(n2 n? n3) n® 3

2 auf

Anleitung zum Applet ”partiell dfinierte Funktionen” Zeichnen Sie wieder erst f(z) = =
[0,1].
Zeichnen Sie nun

3—-1 7
k+1 k+1
F4: +Z kk+1 und Fy = +Z 1kk+1
k=1 _4_] 64 [0 ] g ]

Sie erhalten Flichen, die sich von oben immer besser an F' schmiegen.

Um dieses Vorgehen zu rechtfertigen, beginnen wir, den Inhalt von Flichen zu berechnen, die sich aus
Rechtecken mit Grundlinien [ag, a1],]a1,az], ... ,]an—1,a,] und Hohen hg, b, ... , h,—1 zusammensetzen.
Eine solche Fliche hat den Inhalt ho- (a1 —ag) + h1(az —a1) + ...+ hp—1(an —ay). Um die Rechenregeln
hier zu beherrschen, beginnen wir ganz einfach. Um die Ubersicht zu behalten, wihlen wir zuniichst eine
“unregelmiflige” Zerlegung Z = {0, %I’ %, 1}, also die Intervalle [0, %I], ]%I, %] , ]%, 1] und betrachten
also Funktionen der Bauart
f=ho-1 +h1113 +h21
[071] ]171] 11

Anleitung zum Applet ”partiell dfinierte Funktionen” Zeichnen Sie mindestens 3 solche Funk-
tionen

Sei T(Z) die Menge aller dieser Funktionen.
Aufgaben: 1. Zeigen Sie bitte:

a) feT(Z)=|fleT(2).

b) f,g€T(Z)und o, € R = af + Bg € T(2).

[L9€T(Z)=> fgeT(2).

d) f,g9 € T(Z) = max(f,g) und min(f, g) € T(Z). Insbesondere ft € T(Z), f~ € T(2).

C

)
)
)
)

2. Sei jetzt Z = {ag,...,an} C [0,1] eine beliebige Zerlegung mit 0 = a9 < a1 < ... < ap, = 1 und
T(Z) = {f:[0,]] > R : f = holjgg,ay] + 22;11 hilay,axs1)}- Zeigen Sie a) - d) aus Aufgabe 1.

Wir abstrahieren:

Definition 5.1 Eine endliche Teilmenge Z = {ay, ... ,an} des Intervalls [a,b], die die Endpunkte a und
b enthdlt, heifit Zerlegung von J.

Da Z endlich ist, kénnen wir diese Menge (evtl. nach Umbenennung) immer so gegeben denken:

a=ag<a<a<...<a, = b (5.1)
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Satz 5.2 Sei Z = {ag,... ,an} eine Zerlegung des Intervalls J = [a,b] wie in Formel (5.1).
Sei T(Z) = {f:J >R : f = holjga] + et hellagarsa]}-
Dann gilt:

a) f€T(Z)=|fleT(2)

b) f,9€T(Z) unda,B e R=>af + g€ T(Z)

¢) f,9€T(Z)= fgeT(2)

d) f,9 € T(Z) = max(f,g) und min(f,g) € T(Z), insbesondere f* € T(Z), f~ € T(Z).

Der Beweis ist analog zu Aufgabe 2 oben. Wir konnen nun sofort die Fliche berechnen, die zwischen
f € T(Z) und der z—Achse liegt. Dabei rechnen wir Flicheninhalte unter der z—Achse negativ.

Satz 5.3 Fir f € T(Z), f = holjag,a,] + 22;11 helay,ani s€i Sz(f) = EZ;& hi(ag+1 — ag). Dann
gilt:

a) Sz(af +Bg) = aSz(f) + BSz(9)

b) 0< f<=0<52(f); f<g= 5z(f) < Sz(g)

c) | Sz(f) 1< Sz(| f1)

Den Beweis stellen wir als Aufgabe.

Aufgabe: Beweisen Sie bitte den oben stehenden Satz.
Definition 5.4 FEine Zerlequng Z' des Intervalls J = [a,b] heifit feiner als Z, wenn Z C Z' gilt.

Zu je zwei Zerlegungen Z, Z' gibt es also eine “gemeinsame” Verfeinerung Z" = Z U Z'.

Um den néchsten Schritt verstindlich zu machen, wihlen wir J = [0,1], Z = {0, 21[7 %, 1} und Z' =

1 1 3
{011777171}‘

Behauptung: T(Z) C T(Z') (aber T(Z') ¢ T(Z)) und fiir f € T(Z) ist Sz(f) = Sz, (f)-

Beweis: Sei f € T(Z), also f = hol 1. + h1l 1 3. + haljz/s ). Dann ist
[071] ]zpq] ’
= hol hql hil ho1
f=holyg 1+ uly1 1y mlyg g+ olyg )
weil
h13 = h1 Lt
14 42 2°4
Weiter ist wegen SZ(l]zli%]) = % - 21[ = % - % + % - 21[ = SZ,(l]le%]) stets Sz (f) = Sz (f)- Das gilt

natiirlich ganz allgemein.
Satz 5.5 Sei J = [a,b] ein Intervall und Z,Z' zwei Zerlegungen mit Z C Z',Z' also feiner als Z.
a) T(Z)CT(Z").
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b) Sei f € T(Z). Dann ist Sz:(f) = Sz(f).

Beweis: Den Beweis fiihrt man durch Induktion nach der Anzahl der zu Z hinzukommenden Punkte
aus Z'. Hat Z' nur einen Punkt mehr, so argumentiert man wie oben im Beispiel.
Der Rest ist klar (s. Analysis Alive, S. 146-148)

Definition 5.6 Sei J = [a,b] und Z die Menge aller Zerlegungen von J.

a) f:J— R heifst Treppenfunktion, wenn es ein Z € Z mit f € T(Z) gibt.
b) Die Menge UzczT (Z) aller Treppenfunktionen wird mit T ([a,b]) bzw. T (J) bezeichnet.

Satz 5.7 Sei J = [a,b]. Dann gilt

a) f€T()=|fleT(J)
b) f,geT(J)und a,B € R=af +Bg € T(J)
c) f,g € T(J) = max(f,g) und min(f,g) € T(J).

Insbesondere ist f+ und f~ € T(J).

Beweis: Sind f,g € T(J), so gibt es Zerlegungen Z¢, Z, mit f € T(Zf),g € T(Z,), also nach Satz 5.5
[,9 € T(Z;U Z,). Damit folgt alles aus Satz 5.3.

Satz 5.8 Fir f € T(J), also f € T(Zy) sei fab f(x)dx = Sz,(f) das Integral der Treppenfunktion f
iber J = [a,b].

a) Das Integral hingt nicht von der speziellen Wahl Zy € Z ab, ist also eindeutig definiert.
b) Es gilt:
(i) Seien a, 8 €R, f,g € T(J). Dann ist

b b b
/ (af + Bg)(@)dz = a / f(@)dz + / o(x)

(Linearitit des Integrals)
(i) 0< f=0< f: flx)dz; f<g= fabf(a:)da: < fabg(a:)dm (Positivitit des Integrals)
(iii) | [, f(2)dz |< [} | f(z) | deo

Beweis:

a) Sind Z, Z' zwei Zerlegungen mit f € T(Z), f € T(Z'), so folgt f € T(Z U Z') also nach Satz 5.5
wegen Z C ZUZ'und Z' c ZU Z'

Sz(f) = Szuz (f) = Sz (f).

Der Rest folgt nun leicht so:

82



b) (1) feT(Zs),9€T(Zy) = f,9€T(ZsU Z,) also folgt (i) aus Satz 5.3.
(i),(ii) analog.

Man kann das Integral einer Treppenfunktion einfach abschétzen:

Satz 5.9 Sei f € T([a,b]) und
m =min{f(z) : z € [a,b]}, M =max{f(z):z € [a,b]}.

a) Es gilt m(b—a) < f:f(a:)dm <M(b-a).
b) Sei || flloo =bsup{| f(@) |: z € [a,b]}.
Dann ist | [, f(z)dz | ||fllo (b — a).

Beweis: Esist mlj, 5 < f < M1, 3 und 1j, 5 € T([a,b]) (Z = {a,b}). Also folgt die Behauptung a)
aus Satz 5.8.
b) Es ist |f| < [|fllco1[a,b)- Verwende obiges Argument.

Schliefllich benétigen wir noch die Intervalladditivitét.

Satz 5.10 Sei a < ¢ < b und f € T([a,b]). Dann ist f |joq€ T ([a,¢]), f |ic,5€ T([c,b]) und es gilt
b b

[, f(@)de = [7 f(z)dz + [] f(z)dz.

Beweis: Sei f € T(Z), wo Z eine Zerlegung von [a, b] ist. Sei Z' = ZU{c}. Jetzt folgt die Behauptung

sofort, wie Sie sich an einem einfachen Beispiel klar machen konnen.

Wiederholung:

e Zerlegung eines Intervalls
e Treppenfunktion
e Integral einer Treppenfunktion

e Rechenregeln fiir das Integral (einschlielich Abschitzungen und Intervalladditivitit)

5.2 Das allgemeine Integral

Uberblick: Das allgemeine Integral wird anschaulich durch Archimedes’ Ausschopfungsmethode de-
finiert. Stetige Funktionen sind integrierbar. Wir stellen die Rechenregeln zusammen und zeigen, wann
man Integral und Konvergenz vertauschen kann.

Wir nennen eine endliche Vereinigung E = Ug=1 Ry, von Rechtecken Ry, =]ay, bi] x [0, hg], wo Jag, bg] C
[a, b] liegt, eine Elementarfliche.

Sie liegt zwischen der z—Achse und dem Graphen der Treppenfunktion g = EZ:1 hi1ja, bi]-

Sei f : [a,b] = R eine beliebige Funktion mit f(z) > 0 fiir alle . Dann kann man die Fliche F' =
{(z,y) : 0 <y < f(z)} zwischen dem Graphen von f und der z—Achse von unten durch Elementarflichen
und von oben durch Elementarflichen ausschopfen, indem man [a, b] immer feiner zerlegt und die Recht-
eckshohen moglichst dicht unterhalb oder oberhalb von f(x) wihlt. Das legt die folgende, auf Archimedes
zuriickgehende Definition des Flicheninhalts durch Ausschépfung von auflen und innen nahe:
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Definition 5.11 Sei f : [a,b] — R beschrinkt. Dann heifit sup{fab g(z)dx : g € T([a,b]),9 < f} =

—b
fbf )dz unteres Integral von f iber [a,b] und inf{f: h(z)dz : h € T([a,b)),h > f} =: [, f(z)dx
oberes Integral von f dber [a,b].
Ist f f Ydz = [ Z f(z)dz, so heifit f integrierbar iber [a,b] und der gemeinsame Wert heifit Integral

faf

Bemerkung: Da f als beschrinkt vorausgesetzt wird, gibt es ein M > 0 mit | f(z) |< M fiir alle = € [a, b],
oder _Ml[a,b] <f< Ml[a,b]- Damit ist

b —b
-%M—ws/fwws/f@MSM@—w

Wir schauen uns das einfiihrende motivierende Beispiel aus dem ersten Abschnitt dieses Kapitels an:
[a,b] = [0,1], f(z) = =%
Behauptung: f ist integrierbar und fol f(z)dzx = :1);

Beweis: Wir benutzen die Formel Y ; | k? = MGM, die Sie frither einmal durch Induktion

2
bewiesen haben. Sei n € N beliebig und g, = 2;11 k4 k k+1,- Dannist g, € T([0,1]), gn(z) < z?
ne gt
und daher
! ! 1= 1 1 1
2d>/ 2)de = — —1)-n@n—1) = z — — + —>.
Zoa: a:_o T 321 )-n(2n —1) 3 o T 6
Sei h,, = + 3 ( 1)2 Dann ist h, € 7([0,1]), hn(z) > z* und daher
[0 TL 2 n2 ]k k + ]_] ) ) et
Joa*da < [y bodo = ot v,k
? -n(n + 1)(2n +1)
1
=3to; Tt

also )
1 1 1 1 T 1 1 1
———+—2§/a:2d$§/ rdr < - + + e

Da n beliebig war, ist fol z?dx = % Wir verallgemeinern dieses Beispiel auf beliebige stetige Funktionen.
Theorem 5.12 Jede stetige Funktion f : [a,b] — R ist integrierbar.

Beweis:

(I) Nach Theorem 3.14 ist f beschrinkt und nach Theorem 3.19 ist f gleichmifig stetig. Sei e > 0
beliebig. Dann gibt es also ein § > 0 mit | f(x)— f(y)| < € fiir alle 2,y mit |z —y| < §. Wir wihlen ein

festes n mit % < 6 und betrachten die Zerlegung Z = {ay, : k = 0,... ,n} mit a, = a+ M.
Nach Theorem 3.19 nimmt f auf dem Intervall [ay, ax41] sein Minimum f , an einer Stelle x5 und

sein Maximum £, an einer Stelle y; an. Wegen |z —yi| < (app1—ax) = % < dist |fy -fl<e
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(II) Sel g" = 1[(10,&1] ) f*o + ZZ;; ik]-]ai,ak_g]- .
Dann ist g, < f. Sei hy = 1[45,0,] fo + 22_11 FrYax,ans.)- Dann ist by, > f.
Dann ist f:gn(x)dx Siif( z)dx < f f(z)dz < f hn(z)dz und
b b—a b—
[2 () ~gn (@i = LA i 7, - 5 < | n”)
——
<e
fbf(:c)da: < (b — a)e und da e > 0 beliebig war, folgt die Behauptung.

—a

-n-g = (b—a)e. Alsoist 0 < Tl:af(a:)da:—

Wir stellen nun die Rechenregeln fiir das Integral zusammen:
Satz 5.13 (Rechenregeln fiir das Integral)

a) Seien f,g : [a,b] integrierbar und o, f € R. Dann ist af + Bg integrierbar und es gilt
b b b
/ (af + Bg)(z)dz = a/ f(z)dz + ﬂ/ g(z)dz (Linearitit des Integrals).

b) Sei f :[a,b] = R integrierbar und f > 0. Dann ist f: f(z)dz > 0. (Positivitit des Integrals)

Beweis:

—b
a) (I) Sei @ > 0. Da f integrierbar ist, gilt iZf(m)d;g = faf(:b’)dx. Zu ¢ > 0 gibt es daher g,k €
T ([a,b]) mit g < f < h und

/abf(a:)da:—g</abg(:v)d;cS/abh(w)dx</abf(x)dx+§.

Multiplikation mit « liefert unter Ausnutzung der Rechenregeln fiir das Integral von Treppen-
funktionen wegen ag < af < ah

afab f(z)dz —¢

Sl

Q
8
)
I
8

Q

IAN A
——

SR

8
I
8

—~ N~
~ — é/v
IS
8

Sas)

=l
Q
2 & &8
8
U
5

VAN VAN VAN
Q

e o
~

[ f(z)dz +e.
Da € > 0 beliebig war, folgt

o ' fle)de < / af(z)dr < 7iaf(:v)dw <af ' f)de.

also afab flx)dz = f: af(z)dz
Fiir o = 0 ist diese Formel klar, fiir o < 0 beweist man sie analog (die Vorzeichen drehen sich
bei Multiplikationen mit o einfach um).

(II) Wir zeigen fbfl d;c+f fo(z)dz = fb(f1+f2)( )dz
Zu e > 0 gibt es g1, g2, h1, he € T([a,b]) mit g; < f; < hj und f fi(z dw— < f gj(z)dz <

fh dx<ff] z)de + § fiir j = 1,2.
Addition beider Ungleichungen liefert unter Beriicksichtigung der Rechenregeln fiir das Integral
von Treppenfunktionen
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fabfl d;t:—i—f fo(z)dr — ¢ <f (91 + g2)(z)dx
Sfabhl-l-hz )dIL'
< d:z:+f f2(x)dz +e.
Wegen g1 + g2 < f1 + fo < hy + hy folgt
P f@)de + [ fo()de —e i (fi + fo) ()de
<T ﬁ+ﬁ z)dz
?z‘
< [0 fi(@)de + [ f2(z)dz + e
Da e > 0 beliebig war, folgt
J, fi(@)dz + [} fo(w)de si (fi+ P
ST f1+f2
gf d:v+f f2 Ydz,

also die Behauptung.

(ITI) Die Formel a) aus dem Satz folgt nun fiir f; = af, fo = B¢ und Teil (I) und (II).

b) g = 0 ist eine Treppenfunktion auf [a,b] mit g < f und 0 = f g(z

dx<ff

Satz 5.14 Sei f : [a,b] — R integrierbar. Dann ist auch |f| integrierbar und es gilt

|/fwmus/|ﬂmhmsw—@wmumnm5xsw

Beweis:

Wir benutzen die Formeln f*(z) = max(f(z),0) und f~(z) = max(—f(z),0).

Sei f integrierbar. Wir zeigen, dafi f* integrierbar ist. Zu € > 0 gibt es g,h € T ([a,b]) mit g < f < h

und

LU@Mx—d2<AZ@)

dr < /abh(x)dx < /abf(w)d;v +e/2.

Dann ist gt < fT < ht und wegen 0 < h* — g™ < h — g (einfaches Nachrechnen punktweise) ist nach
den Rechenregeln fiir das Integral von Treppenfunktionen

oslﬂﬂmw—AZﬂm
0< 7b £ (2)dz — l b FH(2)ds < / " 1 (o) — / | () < ¢

Also ist

und die Behauptung folgt.

Damit ist nach Satz 5.13 f~ = f — f+, also auch | f |= ft + f~
dz £ f: f(z)dz > 0, also if; f(z)
| [, f(@)de |= max(£ [} f()dz) < [} | f(=)

folgt [ | f | (2)

dz < /bh(;v)dw - /bg(m)dm <ef2+¢e/2=c¢.

b
dz < [, f(z)
| dz. Der Rest folgt wegen

| £1< La,p) - sup{] f(2) |: 2 € [a, 0]}

86

integrierbar. Wegen | f | £f > 0
dz < [} | f(2)

| dz und hieraus



Satz 5.15 (Integrierbarkeit des Produkts)
Seien f,g: [a,b] = R integrierbar. Dann ist auch fg:x — f(x)g(x) integrierbar.

Beweis:

(I) Sei 0 < f. Behauptung: f? ist integrierbar.

Beweis: Sei M = sup{f(z) : z € [a,b]}. Da f als integrierbare Funktion beschrinkt ist, ist M
wohldefiniert mit f < M1[, p).
Zu e > 0 gibt es g,h € T([a,b] mit g < f < h und
b
c [ f(x)dx — ﬁ
b
Ja 9(@)d

< z)dx
< [ f@)da
< f: h(z)dz
<[] f(@)dw + 557

Wir koénnen 0.B.d.A 0 < g und h < M1[,; annehmen (sonst ersetzen Sie g durch gt >g,0und h
durch inf(h, M1, ) < h. Wegen der Monotonie des Integrals bleiben die Ungleichungen erhalten).
Wegen

b b b
0< [ -g)a = [ (h+g) (h-g)do <201 [ (- 9o <,
a a S—~N— Y—— a
<OMlpy >0
also ist wegen fabg(x)zdx < ibf(x)zdx < TZf(m)Qda: < fab h?(z)dx
dann 0 < TZf(m)zdm - ibf(m)zdm <e.
Da ¢ > 0 beliebig war, ist f2 integrierbar.
Es ist
1 1
fa=5((f+9° = (=9 =5 F+9l = |f-9 )

Nach Satz 5.14 und Satz 5.13 sind |f & g| integrierbar, also nach (I) auch |f £ g|? und damit nach
Satz 5.13 auch fg.

Beispiel: Sei f :[—m, 7] = R integrierbar. Nach Theorem 5.12 sind sin(kz) und cos(kz) fiir alle k € Ny
integrierbar, also auch z — f(z)sin(kz) und = — f(z)cos(kx). Dieses Beispiel ist fundamental fiir die
Theorie der Fourierreihen.

Das Integral ist Intervall-additiv.

Satz 5.16 Sei f : [a,b] > R und a < ¢ < b. f ist genau dann dber [a,b] integrierbar, wenn die Ein-
schriankungen f |[q.q und f |[cp dber [a,c] bzw. [c,b] integrierbar sind.

Dann gilt fab f(@)dz = [ f(z)dx + fcb f(z)d=.

Beweis:

87



(I) Sei f tiber [a, b] integrierbar. Dann ist f1[, ¢ und f1. 3 nach Satz 5.15 integrierbar und fac f(z)dz =
fab [ (@)1} q(x)de, fcb flz)dz = fab f(x)1]c, b](z)dz, also gilt
b b c b
[ t@do= [ (G@0n@ + @@z = [ f@yds + [ fa)da.

(IT) Sei f |[4,¢) und f |[4,5] integrierbar. Dann ist nicht schwer zu sehen, da8 f1j, ¢ und f1y ) {iber [a, ]
integrierbar sind und der Rest folgt wie unter (I).

Als letztes dieser allgemeinen Ergebnisse zeigen wir, wie sich Integral und Konvergenz von Funktionen-
folgen verhalten:

Theorem 5.17 Sei (fn)nen eine Folge integrierbarer Funktionen auf dem Intervall [a,b] und (fn)n kon-

vergiere gleichmdfSig gegen die Funktion f. Dann ist f integrierbar und es gilt

b

b b
/ f(z)dz = / nlgréof"(x)dm = nlgrgg fn(z)dz.

Beweis:
(I) Wir zeigen, dafl f integrierbar ist.
Sei € > 0 beliebig. Zun = 4(})57_@ gibt es ein n(n) mit |f(z) — fo(x)| < 7 fir alle z € [a,b] und

n > n(n). Da f = fn(n) integrierbar ist, gibt es g,h € T([a,b]) mit g < f < h und fab(h(a:) -
(z))dz < m. Sei g1 = g —nljgp und hy = h + nlp, . Dann ist wegen flx) = Jn(n)(x), also

9(x)
f(z) —n < f(z) < f(z) + 7 fiir alle z auch
91(z) = g(&) =0 < f(2) = n < f(2) < fl@) +n < (@) +1 = M(2),

also ist wegen g1, h1 € T ([a, b])

—b
05/ f(x)da:—/bf(x)dxg/bhl(az)d:ﬂ—/bgl(m)dw<n+2n(b—a) <e.

Damit ist f integrierbar, da € > 0 beliebig war.
(IT) Zu € > 0 gibt es n(e) mit | f(z) — fu(z) |< 5= fiir alle z € [a,b] und n > n(e). Das heifit

. b—a
| f—fal< ml[a,b]-
Aus Satz 5.13 und Satz 5.14 folgt

b b b b
€
[ 1@z [ @dsi< [11 @) - @) 1o < 5 [ Lag(@ds =
fiir alle n > n(e). Die Behauptung folgt.

Beispiele:

1. Sei f(z) = 3°° 51n2(,’}$). Dann ist ["_f(z)dz = >0, Ql" J7_sin(nz)dz. DaB hierbei 0 heraus-

n=1

kommt, wird spéter aus ["_sin(nz)dz = 0 folgen.
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2. Sei f(z) = Yoo g2 = 11—37. Dann gilt fir 0 < b < 1

n+1
/ flz)dz = Z/ zdr = b (Schulwissen) = In(1 — z),

wie wir von Beispiel 3 im Anschlufl an Korollar 4.26 wissen.

Weitere verniinftige Beispiele kénnen wir erst nach dem néchsten Abschnitt bringen.

Wiederholung:

o Oberes Integral, unteres Integral, Integrierbarkeit und Integral
e Rechenregeln fiir Integrale
e Ungleichungen fiir Integrale

o Integral und gleichmiflige Konvergenz.

5.3 Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Uberblick: Der wichtigste Satz der elementaren Integralrechnung ist der Hauptsatz. Er besagt: zu
jeder stetigen Funktion f : [a,b] — R gibt es genau eine differenzierbare Funktion F : [a,b] mit F(a) = 0
und F'(z) = f(z) fiir alle z. Aus ihm ergeben sich Integrationstechniken, die es erst erlauben, Inte-
grale zu berechnen. Als Anwendungen berechnen wir Volumina von Rotationskérpern, und zeigen die
Vertauschbarkeit von Konvergenz und Differentation unter bestimmten Voraussetzungen.

Wir hatten schon fol x?dr = % im vorigen Abschnitt als Beispiel berechnet. Sei jetzt ¢ > 0 beliebig. Wir
2,2
teilen das Intervall [0,t] in n gleiche Teile a, = % (k=0,...,n). Dann ist g, = 2;11 kn—g

lak,ar+1]

eine Treppenfunktion < z? auf [0 t] und

2 2
hn = t— 0,41 + > ) ik 1 t 1 eine Treppenfunktion > z? auf [0,¢]. Wie friiher ergibt sich

]akaak+1]

t $.42 1 £
/ gn(z)dr = —5- Zk2 = —5(m—-1)n-(2n-1)
0 [t n
t 3 .
und [ hy(x)de = Fn(n +1)(2n + 1). Es ist
t /3 ¢
Jm [ ha@ds = 5 = tim [ gn@)aa,

3
also ist fot 22dx = t3—

3
Damit ergibt sich, da8 die Funktion ¢ — fg 22dr = F(t) = %, also der Flicheninhalt zwischen der
Kurve (z,2?) und der z—Achse in Abhéngigkeit von der Léinge ¢ des Intervalls [0, ] nach ¢ differenzierbar
ist und die Ableitung gerade den Integranden t — t2 ergibt. Aufgabe: Zeigen Sie bitte auf die gleiche

Weise
¢ 1
/ xdr = =2
0 2
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Dies ist kein Zufall. Vielmehr gilt der folgende Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung: Um ihn
in voller Allgemeinheit formulieren zu kénnen, definieren wir:
Ist b < a, so sei fab f@)de = — [! f(z)dz.

Definition 5.18 Sei J =< a,b > (a < b) ein beliebiges Intervall, dessen Endpunkte dazu gehoren
kinnen, aber nicht missen und f : J — R eine Funktion, die iber jedes beschrinkte Teilintervall [u,v] C
J (u < v) integrierbar ist. Eine Funktion F : J — R heifft Stammfunktion von f, wenn fir alle
u,v € J stets [ f(z)dx = F(v) — F(u) gilt.

Beispiele:
. 1 >0
L. Sei J =R, f =1jg,cc), also f(z) = { 0 z<0
Dann ist F(z) = zf(z) eine Stammfunktion von f. f heifit Heavisidefunktion und reprisentiert

Einschaltvorgénge.

2
2. Sei J = [0,00[ und f(z) = z. Dann ist f(z) = % eine Stammfunktion von f.

3. Sei f(x) = 1jg,00] — 1]—o0,0[- Dann ist F(z) = |z| eine Stammfunktion von f.
Bevor wir den Hauptsatz beweisen kénnen, benétigen wir das folgende Lemma

Lemma 5.19 (Mittelwertsatz der Integralrechnung)
Sei f : [a,b] = R stetig. Dann gibt es ein u mit f: f@)dz = f(u)(b—a).

Beweis: Sei m = min{f(z) :a < z < b} und M = max{f(z) : a < z < b} (Minimum und Maximum

existieren nach Theorem 3.14).

Dann ist mlj, 5 < f < M1,y also erhélt man durch Integration m(b — a) < f: f(z)dz < M(b— a),
1

b—a

3.13 gibt es ein u mit f(u) = l a fab f(z)dz.

fab f(z)dz zwischen m und M. Nach dem Zwischenwertsatz Korollar

insbesondere liegt der Wert

Theorem 5.20 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)
Sei J = {a,b) ein Intervall, dessen Endpunkte a < b dazu gehidren kinnen, aber nicht miissen. Sei
f:+J = R eine stetige Funktion.

a) Sei xg € J beliebig. Dann ist Fy : x — f:”o f(s)ds eine Stammfunktion zu f.

b) Eine Funktion G ist genau dann eine Stammfunktion von f, wenn G auf J differenzierbar ist und
G' = f gilt.

Korollar 5.21 Die Differenz zweier Stammfunktionen der stetigen Funktion f ist konstant.
Beweis: Beweis des Theorems

a) Die Behauptung folgt aus der Intervalladditivitét des Integrals (s. Satz 5.16
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b) Sei G eine Stammfunktion von F. Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung Lemma 5.19 gilt

fﬁreincEJunda:;éc
G(JU%:?(C) = :c—c f f(s)ds = f(8(z)) mit 6(z) zwischen z und ¢, also |#(z) — ¢| < |z —¢|. Zu
€ > 0 existiert ein 6 > 0 mit |f( ) — f(¢)| < e fiir alle y mit |y — ¢| < 4, also ist fiir |x —¢| <

G@) = Glo) _

r—C

Damit folgt G'(c) = f(c).
Sei umgekehrt G auf J differenzierbar mit G' = f. Dann ist (G — Fy) = G' — Fy =0, da f = F}
nach a) und dem bisher Bewiesenen. Damit ist G — Fy = d (Konstante), also G(v) — G(u) =

Fo(v) — Fo(u) = [ f()da

) =110() - flo) <e.

Integrationstechniken

Nach dem Hauptsatz mufl man nur eine passende Stammfunktion kennen, um Flicheninhalte von Flichen
zwischen der x—Achse und dem Graphen einer stetigen Funktion berechnen zu kénnen. Um zu zeigen, dafl
F eine Stammfunktion zu f ist, mufl man nur F' = f beweisen. Wir schreiben statt F auch [ f(z)dz oder
[ fdz. Integrale ohne Integrationsgrenzen bezeichnen also unbestimmte Integrale oder Stammfunktionen.
Die Bestimmung von Stammfunktionen 1duft also auf die “Umkehrung” der Formeln fiir die Differentiation
hinaus. Bitte beachten Sie, daffi Stammfunktionen nur bis auf eine Konstante const eindeutig bestimmt
sind! Denken Sie immer auch an die Konstante!

Grundformeln

Beweisen Sie die Grundformeln einfach durch Differentiation der rechten Seite.

[y

N

4.

o

7.

f dx
vVaz+1

. Jztde = _1*_ 727" + const fir a # —1.

S log =n || + const; unterscheiden Sie stets z < 0 und z > 0!

. [ exp(z)dz = exp(z) + const.

[ sin(z)dz = — cos(z) + const und [ cos(z)dz = sin(z) + const.

. [—9Z __ — arcsin(z) + const auf dem Intervall ] — 1,1[.
e = s (o R

i arccos (z) + const auf dem Intervall | —1,1].
-z

f _‘f_xmz = arctan (z) + const.

= Arsinh (z) + const.

dz
9. = Arcosh (z) + const auf dem Intervall |1, oo[.
/ 2 — 1 (2) ] [

10.

I 1 meQ = Artanh (z) + const auf dem Intervall | — 1,1].
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11. [(af(z) + Bg(z))dz = a [ f(z)dz + B [ g(z)dz fiir beliebiges a, 8 € R.

Mit diesen Grundformeln kénnen Sie bereits die folgenden Integrale berechnen. Bitte iben Sie die Integra-
tion! Sie brauchen die Integration spéter dhnlich als Basis fiir die Analysis in Physik und Bioinformatik.
Aufgaben: Berechnen Sie die folgenden Integrale:

L. [(z* - 3z)dx

2. [(1/z —1/2%)dz

3. [(49z*8 — 7exp( ))dz
4. [(2z + ydz

(+$)

Partielle Integration

Die partielle Integration ist die “Umkehrung” der Produktregel.
Fiir stetig differenzierbare Funktionen f und g gilt:

/ (@) (@)de = fg — / f(@)g(x)de

Fiir das bestimmte Integral f; f(x)g'(x)dz bedeutet dies:

b b
/ f@)d @)dz = fB)gb) — f(a)g(a) — / f(@)g(@)de

Somit bekommen wir fiir f(z) = z und g(z) = sin(x)

/a:cos(:v)dx = zsin(z) — /sin(m)dx = zsin(z) + cos(z) + const.

Das Problem besteht im wesentlichen darin, einen Integranden geschickt in zwei Faktoren zu zerlegen.

Aufgaben:

[y

. [ V1 —22dz im Intervall [—1,1]. Tip: ¢' = 1.

2. f\/l-l-—xzdw in R. Tip: ¢’ = 1.

3. [V2? — 1dz im Intervall [1, co[. Tip: g’ = 1.

4. [ z?sin(z)dz. Tip: Mehrfache Anwendund der partiellen Integration.
. [zIn(z)dz

. [ 2? exp(z)dz.

7. [ cos(z)?dz. Tip: ¢'(z) = cos(x).

. [sin(z)*dz

[=> I

oo
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Integration durch Substitution
Die Umkehrung der Kettenregel ergibt die folgende Integrationsformel, die Sie einfach durch Ableiten der

rechten Seite nachpriifen:
Sei f : [a,b] = [c,d] stetig differenzierbar, und g : [¢,d] — R sei stetig mit Stammfunktion G. Dann ist

/ o @) (@)de = G(f()) + const.

Beispiel: In [ ]}I ((;:)) dx = In(|f(x)|) + const ist g(z) = 1/z. Fiir das bestimmte Integral bedeutet dies:
b f(b)
/ 9(f(@))f'(z)dx = G(f(b)) — G(f(a)) = /f( : 9(u)du

Die Integrationsgrenzen miissen also mittransformiert werden. Aufgaben:

1. Zeigen Sie bitte: Das Integral ist translationsinvariant, das heifit fab flz+c)dz = f;:cc f(z)dz.

2. Zeigen Sie bitte: Das Integral beriicksichtigt Umskalierungen: f: fvz)dz = 1/v f:ﬁ f(z)dz.

3. Berechnen Sie bitte | x2c{fa2' Tip: g(u) = 1/(u® + 1).

4. Berechnen Sie bitte [ In(z)/zdz fiir z > 0. Tip: Substitution ¢ = In(z).

5. Berechnen Sie bitte [ cos(ln(z))dz fir > 0. Tip: Substitution ¢ = In(z) mit anschliefender
zweimaliger partieller Integration.

6. Berechnen Sie bitte noch einmal das Integral [ v1 — z2dz, jetzt mit der Substitution z = sin(t).

Integration rationaler Funktionen

Im folgenden bringen wir die wichtigsten Beispiele. Weitere Formeln finden Sie in jedem Nachschalgewerk
oder mit Computeralgebrasystemen. Seien Polynome P(z) = >, axz”® und Q(z) = Y_j_, bxz* gegeben.

wir wollen [ ggg dz berechnen. Beispiele:

dr . . ; 1 _ 1 _ 1 1 : ; "
1 [ 21 ist po s Sl oy by e ) B (=17 - 1)/2. Mit Integration durch Substitution

ergibt sich aus der Grundformel [ %du = In(Ju|) + const:

|z —1
|z +1

d 1
/ 2.77 :5(1n|m—1|—1n|x+1|)+ const =In + const.

z°—1

2. Allgemeiner: Ist Q(z) = (z — 1) ... (z — ) mit x; # x; fir i # j, so ist @ =3 ;cil—kmk mit
A = m. Das beweisen Sie durch Nachrechnen. Dann ist [ % =3 Axln|z —
x| + const.
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3. [ :cmcfl = f %xj-xl In V22 + 1 + const (nach Integration durch Substitution).

2 2
=?. Esist 2’ + bz +c= (z + g)z + (c— %—) Ist ¢ — %— < 0, so liegt Beispiel 2 vor,

4 [

2
genauer: 2 + bz + ¢ = (u + d)(u — d) mitu—($+b)undd— %——c.

+bx+

2 /
Ist ¢ — %— >0,s0ist 22 +br+c= (z+ 3)2 +d? mitd=1/c— %— Man erhilt aus der Grundformel
7 mit Integration durch Substitution

/dia: = larctan(aﬂ_ 5)+const
> +br+c d d '

Integration von Potenzreihen

Sei f(z) =Y pe arz® mit Konvergenzradius R > 0. Dann ist

k. _ ak !
/Zakm dx = k—-l—l + const.

Unméglichkeit der formelméfligen Integration aller stetigen Funktionen
Es gibt eine Reihe wichtiger Funktionen, deren Stammfunktion sich nicht durch Formeln mit den bis-
her bekannten Funktionen ausdriicken lassen. Ein solches Beispiel ist die Stammfunktion zur “Dichte”
\/% J exp(—z?)dz, die sog. Normalverteilung in der Wahrscheinlichkeitstheorie

w

Applet ”Symbolische Integration und Differentiation” Mit dem selben Applet kdnnen sie analog
zu Ableitungen differenzierbarer Funktionen Stammfunktionen integrierbarer Funktionen bestimmen
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Kapitel 6

Anwendungen

Uberblick: In diesem Kapitel wenden wir das bisher Behandelte auf elementargeometrische Proble-
me, auf komplexe Differentiation und Integration nach einem reellen Parameter und auf periodische
Funktionen an und behandeln schliellich Integrale iiber offenen Mengen und Integrale unbeschrinkter
Funktionen.

6.1 Erginzungen

Uberblick: In diesem Abschnitt behandeln wir die Vertauschbarkeit von Differentiation und Konver-
genz, die Bogenlinge von Graphen und die Oberfliche und den Rauminhalt von Drehkérpern.

Vertauschbarkeit von Differentiation und Konvergenz

Wir wissen schon, dafl man Potenzreihen gliedweise differenzieren kann. In der gesamten Physik, vor
allem in der Nachrichtentechnik und Signalverarbeitung, spielen Reihen der Form Y ° ay cos(kt) und
37 by sin(kt) eine herausragende Rolle (s. den Abschnitt iiber periodische Funktionen). Fiir all diese
Anwendungen ist der folgende Satz von entscheidender Bedeutung, den wir ganz einfach aus dem Haupt-
satz der Differential- und Integralrechnung gewinnen.

Theorem 6.1 Sei (g,)n>0 eine Folge stetig differenzierbarer Funktionen auf dem abgeschlossenen Inter-
vall [a,b]. Es konwergiere die Reihe Y . gh,(z) der Ableitungen gleichmifig auf [a,b] gegen die Funktion
h. Es konvergiere aufierdem die Reihe Y~  gn(c), wo a < ¢ < b ein fester Punkt ist.

Dann konwergiert die Reihe Y > gn(z) gleichmdfig auf [a,b]. Die Grenzfunktion f ist differenzierbar
und es ist f' = h = 3 >0 g

Kurz zusammengefafst: Eine solche Reihe Y~ " o g, konvergiert gleichméBig und man darf sie gliedweise dif-
ferenzieren, falls die Reihe in einem Punkt konvergiert und die abgeleitete Reihe ) ° | g/, gleichmifig
konvergiert.

Beweis: Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ist gn(z) = gn(c) + [ gl (s)ds.
Nach dem Satz iiber die gleichmifiige Konvergenz einer Folge stetiger Funktionen (Theorem 3.22) ist h
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stetig, also nach dem Hauptsatz integrierbar und nach dem Theorem 5.17 {iber die Vertauschbarkeit von
Konvergenz und Integration erhilt man

)= [ nts ds_z / (s <gn<) 9a(0).

Nach Voraussetzung konvergiert Y >° g, (c), nach den Rechenregeln fiir Konvergenz demnach auch
Ym0 9n(@) = 2207 0(9n(2) —gn(c) + 2020 gn(c). Damit ist f(z) = H(z) + 3,20 9n(c) = 200 9n(@)
und f(z) = H'(@) = h(z) = 2000 ().

Wir zeigen nun noch, da8 die Reihe Y >7 gn(z) gleichmifig gegen f(z) konvergiert. Sei Sp(z) =
> heo 9k(z). Dann ist

|f(2) = Sn(x)] = |f(2) = f(c) + f(c) — Snlc) — (Sn(x) — Salc))]
<|(f(z) - £(o) - (Sn(év) = Sn(e))| + [f(c) = Sn(c)|
=7 h(z) = Yo J7 g (@)da] + |f(c) = Sn(©)]
< Ja In() —zkzogk(wwm (€)= Sa(e)].
Nach Voraussetzung gibt es zu € > 0 ein ny(g) mit |f(c) — Sp(c)| < % fiir alle n > ny(e) und ein n2(e)
mit |h(z) =Y }_, g;c( z)| < ﬁ fiir alle n > na(e) und alle z. Fiir n > n(e) := ni(e) + na(e) ist dann
fir alle z: |f(z) — |<f —a) d;c+gze

Beispiele:

1. Aus diesem Satz folgt noch einmal, dal man Potenzreihen gliedweise differenzieren kann: ist f(z) =
ool o anz”, so setze g(z) = anz™. g,(z) = na,z"'. Die Potenzreihe ) |° na,z""' hat nach
Aufgabe 29 den gleichen Konvergenzradius R wie die gegebene. Auf jedem Intervall [—b,b] mit
b < R konvergiert sie also gleichmiflig. Die Behauptung folgt.

2 Ynmo %’gmj) ist gleichmiflig konvergent wegen |cos(nz)| < 1. Der Grenzwert ist einfach zu
berechnen: g, (z) = sméigx) erfiill ¢/ (z) = 2O CO;S”“‘")
+' .
Esist Yo7 o gn(z) = 1%22"_0 62# — %%(l_tim ) = 44 2551n(ac)‘
2
Also ist 50, Peos(na) _ (A% 2sin@) ), —2cos(a)

3. Hier ist eine Reihe, fiir die der Satz nicht gilt:
gn(z) = m((n +1)cos(nz) —ncos((n +1)%z), (n>1)dh.

3
Yohei gk(z) = —% + cos(z). Die Reihe konvergiert gleichmiflig gegen cos(z) die

Grenzfunktion ist also differenzierbar, aber die gliedweise abgeleitete Reihe konvergiert nur in den
Punkten % + k, k € Z.

4. Hier ist ein Beispiel einer gleichm#8ig konvergenten Reihe stetig differenzierbarer Funktionen, deren
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Grenzfunktion in 0 nicht differenzierbar ist:

1 1
gn(x) = n+1+$2 - \/E-l-a:Q auf [-1,1]

Zgn(m) |z| — V14 22
n=0

Geometrische Probleme

Flicheninhalt eines Kreisscheibe mit Radius r

Der Rand eines Kreises mit Radius r ist gegeben durch x = rcos p, y = sin p , das heifit durch die Menge
_ rcosp \ |

R—{( rginp ) :0 < p<2n}.

Wir teilen ihn in vier gleiche Teile 0 < p < 7/2, 7/2 < p < &, usw. Der Rand des ersten Teiles ist der

Graph von f(u) = Vr?2 —u?, (0 <u <r). Also ist 4 [ vr? —u? der gesuchte Flicheninhalt.

u = rcos(p), (0 < p<7/2),also g—g = —rsin p ergibt

Jo Vr2—uw?du = —r? f:/Q sin(p)?dp

2
= =5 [7, (1= cos(2p))dp
2 . 0
= 5 [p—4sin@)],,

2
— or

Also ist der Flicheninhalt des Kreises mit Radius r gleich 7r2.

Bogenlinge des Graphen einer stetig differenzierbaren Funktion

Sei f : [a,b] = R stetig differenzierbar. Ihr Graph ist dann { (z, f(z)) : @ < z < b}. Wir teilen das Intervall

[a,b] in n gleiche Teile ein und ersetzen die Kurven durch den Sekantenzug durch die Punkte (ay, f(ax))
mit a, = Q+M' Das k-te Sekantenstiick wird durch die Gleichung s (t) = f (a@-&-% .
(t — ag) mit a <t < agy1 gegeben, der Graph Gy, ist also { ((t — ag), sk(t)) = ax <t < ag41 }- Nach
dem Satz des Pythagoras ist die Linge ¢, dieses Stiickchens v/ (ak+1 — ax)? + (s(ak+1) — s(ax))?.

Einsetzen liefert

g = L= () - fa)?
_ (b-a (f(an41) — f(ax))?
- n2 (1 + (al-:+1 _ ak)2 )

also nach dem 1. Mittelwertsatz

4 = 0-a \/1+ (Llawe) = Flaw) y,




mit ay < tp < ag41. Summiert man die Teillingen ¢;, auf, so erhilt man fiir die Gesamtlange

¢ = CZIDN ATFGE = i),

n
0

i
L

~
Il

Da die Funktion g(t) = /1 + f'(t)? stetig, also integrierbar ist, folgt

lim £(n) = /b VI+ f2dt

n—oo

und das setzen wir dann per Definition als die Linge der Kurve { (z, f(z)) : a < z < b}. Fiir den
Viertelkreis mit Radius r im positiven Quadranten erhalten wir mit f(t) = +/r?2 —t2 fir 0 < ¢t < r:
@) = -t also
A /7.2 — t2
1+ @12 =1+ t2 — r?
22 22
1+ f1(t)? = \/% Dies ist fiir 0 < ¢t < r die Ableitung der Funktion r arc sin(%). Also ist fiir
e —1t
0<e<r [{7°y/1+f(t)2dt = rarcsin("5=). Fiir ¢ — 0 erhdlt man [ /14 f'(t)2dt = rr/2.

Multipliziert man dies mit 4, so folgt:

also

der Kreisumfang ist 2zr

6.1.1 Oberfliche und Volumen von Rotationskérpern

Drehen wir den Graphen {(z, f(z)) : a < z < b} einer Funktion f : [a,b] - Ry = [0, oo[ um die z—Achse
M:nggn}erhal—

n
ten wir als Anndherung an K einen aus lauter Zylindern Z, (k) mit Radius f (M) und Hohe (b;—a)

so erhalten wir einen Rotationskorper K. Zu einer Einteilung Z, = {a+

zusammengesetzten Korper. Jeder einzelne Zylinder Z,(k) hat das Volumen (f (k(bT_ a)))z b - a)

und den Mantel 27 f (M) (b;_a)_ Damit ist das Volumen des aus den Zylindern zusammengesetzten

Korpers V(UPZs Z,, (k) gegeben durch 37— m(f( k(bn_ a) ) 2(b = %) ind die Mantelfisiche O(UpZy Zn(k))

durch 7 _, 27rf(w)(b;—a).

Ist f stetig so konvergiert V(U}—; Zn(k)) fiir n gegen unendlich gegen das Integral fab f(z)?dz, das
dann verniinftigerweise als Volumen von K bezeichnet wird. Die Mantelflichen konvergieren gegen

27 f: f(z)dz. Das Integral ist also die Oberfléiche von K. Wir fassen zusammen.

Satz 6.2 Sei f : [a,b] = Ry stetig und Ky der durch Drehung der Kurve um die x—Achse erhaltene
(geometrische) Rotationskorper Ky. Dann ist sein Volumen V(Kjf) = 7rfab f(z)%dz, seine Mantelfliche
O(K;) = 2 [ f(a)da.

Beispiele:

1. f(z) = Vr2 =22 fir 0 < z < r. Der Rotationskérper ist die Halbkugel mit Radius r. Thr Volu-
men ist 7 [ (r? — z%)dz = %wr2. Thre Mantelfliche ist 27 [ v/r? — z2dz. Durch die Substitution

Vr? — a2 = rsint erhdlt man [ /2 — 22de = §r, also O(Ky) = n°r.
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2. f(z) = /z auf [1,2]. Man erhilt V(Ky) = 7rf12 xzdr = 3m/2 und

O(Ky) = 27rf12 Vrdr = 27r[%m3/2)]3
=4reva-1).

6.2 Periodische Funktionen und Fourier-Reihen

Differentiation und Integration komplexwertiger Funktionen auf Intervallen

Sei f : [a,b] = C eine komplexwertige Funktion. Wir definieren, daf§ f stetig ist in Einklang mit 2.5, und
Kapitel 3 bis 5:

f ist stetig, wenn die Funktionen ¢ — R(f(¢)) und t — S(f(t)) stetig sind. f ist differenzierbar, wenn
die Funktionen t — R(f(¢)) und t — S(f(¢)) differenzierbar sind. Dann setzen wir f'(t) = (Rf)'(t) +
i(Sf)'(¢). f ist integrierbar iiber [a,b], wenn ¢t — Rf(¢) und ¢t — If(¢) integrierbar sind. Dann setzen

wir fab ft)dt f Rf(t dt+zf Sf(t)dt. Beispiele:
1. f(t) = exp(it) = cos(t)+isin(t). f ist stetig differenzierbar und es ist f'(t) = —sin(t) +icos(t) =
iexp(it).
2. Genauso zeigt man f'(exp(int)) = inexp(int).
3. fo exp(int)dt = fo cos(nt)dt + zfo sin(nt)dt = 0,n # 0

1 pom s . 1 n=m
4. 5[5 exp(—int) exp(imt)dt = { 0 sonst

Definition 6.3 FEine Funktion f : R — C heifit periodisch mit Periode w # 0, wenn stets f(t+w) = f(t)
gilt.

Bemerkungen:

1. Die Funktionen exp(int) sind 2Z—periodisch.

2. Ist f periodisch mit Periode w, so ist die Funktion f(t) = f (5’—;) 2m—periodisch. Es geniigt also
2n—periodische Funktionen zu betrachten.

Definition 6.4 a) Eine Funktion f der Form f(t) = > ,_, arexp(ikt) heiffit trigonometrisches
Polynom (m,n € Z,ay € C).

b) Eine Reihe der Form Y p. _  ayexp(ikt) heift Fourier-Reihe oder auch trigonometrische Rei-
he. Sie heifft konvergent, wenn die beiden Teilreihen > oo o ar exp(ikt) und .o, a—; exp(—ilt)
konvergieren. Der Grenzwert ist dann

Z ay exp(ikt) Zak exp(ikt) + Za cexp(—ilt).

k=—o00 k=0 (=1
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¢) Die Reihe konvergiert gleichmiflig, wenn die beiden Teilreihen gleichmdfig konvergieren.

Bemerkung: Offensichtlich konvergiert die Fourierreihe genau dann gleichmiiflig, wenn Real- und Ima-
ginirteil gleichméBig konvergieren. Dann darf man also gliedweise differenzieren und integrieren (nach
den Sitzen des ersten Abschnitts dieses Kapitels).

Die Koeffizienten ay lassen sich leicht berechnen.

Satz 6.5 Sei f(t) = Y.~ apexp(ikt), und die Reihe konvergiere gleichmifig. Dann ist

1 27

Py f#) exp(—int) = a, Vn.
21 Jo

ay, heifit der n-te Fourierkoeffizient.

Beweis: Da die Reihe gleichmiflig konvergiert, ist f stetig nach Theorem 3.22. Damit ist sie iiber [0, 27]
integrierbar, also ist auch f(t) exp(—int) integrierbar (Satz 5.15). Wir multiplizieren die Reihe aus und
integrieren gliedweise:

1

27 s 27
>/ f(t)exp(—int)dtzk;wak% /0 exp(ikt) exp(—int)dt = an

nach Beispiel 4 oben.

Fiir unser Ziel, stetige 2nr—periodische Funktionen in Fourier-Reihen zu entwickeln, benétigen wir den
folgenden Satz, den wir ohne Beweis angeben.

Theorem 6.6 (Satz von Weierstraf})
Sei f : R = C stetig und 2w —periodisch. Dann gibt es eine Folge (T},), trigonometrischer Polynome T,
die gleichmdafig gegen f konvergiert.

Wir ziehen sofort die Folgerung;:

Satz 6.7 Seien f,g stetig und 2mw—periodisch.
Gilt fiir die Fourierkoeffizienten

27 27
ar(f) = = [ () exp(—ikt)dt = a(g) == — / o(t) exp(—ikt)dt

fiir alle k € Z, so ist f = g.

Der Satz besagt also, dafl eine Messung der Fourierkoeffizienten die Funktion schon eindeutig bestimmt.

Beweis: Sei h = f — g. Wir zeigen h(t) = 0 fiir alle t. Nach Voraussetzung ist ax(h) = 0 fiir alle
k. Damit ist aber fOZW h(t) > 5_,, brexp(ikt)dt = 0. Mit h ist auch die konjugiert komplexe Funktion h
stetig und 2m—periodisch. Also gibt es nach dem Theorem von Weierstraf eine Folge (T7,) trigonometrischer
Funktionen, die gleichm#Big gegen h konvergiert. Also konvergiert hT), gleichmiBig gegen hh = |h|?. Mit
Theorem 5.17 folgt

0 = lim / T (1)t = / " ho) Pt
0 0
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Wire |h(to)|? > 0, so gébe es 6 > 0 mit |h(t)|> > |h(to)|?/2 fiir |t — to| < §, also wire f (t)|?dt >

t20+56 jhil—dt = d|h(to)|? # 0. Also ist |h(t)|? = O fiir alle ¢t und damit h(t) = 0, also f(t) = g(t).

er ordnen Jeder stetlgen 2m—periodischen Funktion f ihre Fourierreihe Y 7 ax(f) exp(ikt) zu, wo
f t) exp(—ikt)dt ist.

Korollar 6.8 Sei f stetig und 2w—periodisch. Konvergiert die zugeordnete Fourierreihe gleichmdfSig gegen
eine Funktion g, so ist f = g.

Beweis: Nach Satz 6.5 haben f und g die gleichen Fourierkoeffizienten. Also ist f = g nach dem gerade
bewiesenen Satz.

Es gibt eine Abschitzung fiir die Fourierkoeflizienten, die vom Astronom F.W. Bessel stammt, und die
wir fiir das néichste Ergebnis brauchen:

Satz 6.9 (Besselsche Unglelchung) Sez f R = R 2 — w—periodisch und stetig. Dann gilt fir die
Fourier-Koeffizienten a(f f t) exp(—ikt)dt

1 27
> lal < 5 [ 15
k=—oc0

Beweis: Sei S,,(t) = Y p__, ar(f) exp(—ikt).

Dann ist
(f(1) = Su()(F(t) = Su(®) = [FB) + Sa(®)Sn(t) — F(#)Sn(t) — Sa(t)f(t)-
Nun ist S,(t)Sn(t) = Ee e ak(f)ae(f) exp(—ikt) exp(ift). Also ergibt sich aus dem 4. Beispiel in
) 217 fo Sy (t)Sy(t) Ek__n |ak( )|2 weil das Integral iiber gemischte Terme 0 ist. Es ist
o 2T S (@) £(2)dt zk_,n jak(HP = o [ Sa(t) F()dt.

Insgesamt erh#lt man

0 < o [ZTIF() = Sau()dt
= ok [TTF0) ~ Sa@) (1) - Sa(t))dt
= L P Pdt -2 () + Sh ek ()P

und hieraus folgt sofort die Behauptung. Hieraus folgt:

Satz 6.10 Sei f : R — C stetig differenzierbar und 2w—periodisch. Dann konvergiert die Fourier-Reihe
22 ap(f)et*t gleichmipig und absolut gegen f(t).
k=—o0

Beweis: Natiirlich ist auch f’ 27—periodisch und auflerdem stetig nach Voraussetzung.
Wir erhalten durch partielle Integration

wif) = 2 [ roet = Lypoesp + E [T e mar - iap)
k 2m o 27 0 27 Jo - R
Daraus folgt fiir k£ # 0 . .
lar ()l = - lar(f)] < = T lan(f M

(es ist immer |uv| < |u|> + |v]|? wegen (Ju]? + |v|? — 2|uv|) = (Ju| — |v])% > 0).
Hiermit ergibt sich nach der Besselschen Ungleichung
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[ Shwa(Ne®] < S, lak(f)] 1
< Y + Yo
< LTI O + T
< M<ox,

weil die Reihe ), £0 % konvergiert. Da n ganz links beliebig ist, folgt die absolute Konvergenz der Reihe
und damit die Behauptung nach Korollar 6.8.

Beispiele:

1. f(¢t) = 1fiir alle t = ax(f) = { é ;co:s‘?

t 0<t<m
2. f) = 2n—t w<t<2rm
und periodisch fortgesetzt durch f(t + 2kw) = f(t). Es entsteht eine Sigezahnkurve. Eine Stamm-
funktion zu te~*** erhilt man durch partielle Integration

. te*ikt 1 .
—ikt __ [_ —ikt
/te = [ ik]+ik/e dt.

Einsetzen liefert dann die Koeffizienten.

Aufgabe: Berechnen Sie bitte die Fourierkoeffizienten fiir das 2. Beispiel.

Es gibt stetige Funktionen, deren Fourierreihe nicht {iberall konvergiert, erst recht nicht gegen die jeweilige
Funktion. Man kann jedoch den folgenden Abstand zwischen 2r—periodischen Funktionen einfiihren:

Awmmmmzciéﬂmw—wme?

2
Das bedeutet die “mittlere quadratische Abweichung der Funktionswerte”. Dafiir gilt
Theorem 6.11 Sei f : R — C stetig und 2w —periodisch und f,(t) = 3" ar(f)e**. Dann gilt:
lim Abstandx(f — f,) = 0
n—oo

Dieser tiefer liegende Satz kann mit den uns zur Verfiigung stehenden Mitteln nicht bewiesen werden
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Kapitel 7

Geometrie und lineare Algebra

Uberblick: Wir behandeln einfache geometrische Sachverhalte in der Ebene und im Raum. Grundlegend
dabei ist der Begriff des Vektors, das ist ein Objekt, das durch Linge und Richtung charakterisiert ist.
Wir verallgemeinern die gewonnenen Erkenntnisse auf R&ume hoherer Dimension und behandeln lineare
Gleichungssysteme und Eigenwertprobleme.

7.1 Geometrie in Vektorraiumen

Uberblick: Wir fijhren Vektoren in der Ebene und im Raum ein. Wir erkliiren Geraden in der Ebene,
und Geraden und Ebenen im Raum. Wir verallgemeinern unsere Erkenntnisse auf abstrakte Vektorraume
und fijhren die fundamentalen Begriffe der linearen Unabhingigkeit und der Basis ein.

Wir definieren das Skalarprodukt, mit dem man Winkelmessung, Rechwinkligkeit (Orthogonalitit) und
Linge eines Vektors (in Verallgemeinerung des Satzes von Pythagoras) erkliren kann. Im R® gibt es noch
das Vektorprodukt und das Spatprodukt, die hilfreich bei geometrischen Uberlegungen im Raum sind.

7.1.1 Vektorrdume

Uberblick: Wir beginnen mit dem physikalisch anschaulichen fundamentalen Begriff des Vektors in
der Ebene und im Raum. In Verallgemeinerung von Ebene und Raum fiihren wir den Begriff eines
Vektorraumes ein. Wir behandeln insbesondere Geraden und Ebenen als erste Beispiele.

Ein Vektor ist anschaulich gesprochen ein Objekt, das durch Richtung und Ldnge beschrieben wird.
Beispiele sind Kraft, elektrische Feldstirke, Geschwindigkeit, Beschleunigung, usw.

Legen wir zwei Vektoren wverschiedener Richtungen, die nicht entgegengesetzt sind, fest, so bestimmen
diese ein Koordinatensystem der von ihnen aufgespannten Ebene. Wir kénnen jeden Punkt der Ebene
nach Festlegung eines Ursprungspunktes durch zwei Koordinaten x, y beschreiben, die wir zu einer Spalte
(‘;) zusammenfassen. Den Punkt findet man, indem man vom Ursprung aus = Einheiten des ersten Vektors
in seine Richtung und y Einheiten des zweiten Vektors in dessen Richtung geht.

Wir kénnen also eine Ebene durch R = {(¥) : z,y € R} beschreiben.

Anleitung zum Applet ”Koordinatentransformation” Schauen Sie sich dies am Computer an.
Die frei wihlbaren Vektoren a und b definieren zusammen mit dem (frei wiihlbaren) Ursprung u das
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Koordinatensystem. Durch den schwarzen Punkt werden die Streckfaktoren z, y festgelegt. Der rote
Punkt ist dann der entsprechende Punkt im gewihlten Koordinatensystem.

Zwei beliebige Vektoren der Ebene werden addiert, indem man den zweiten an die Spitze des ersten
legt. In Koordinaten sieht das so aus:

)+ ()= Gin)

Y1 Y2 yi+uy2)

Ein Vektor wird mit dem Faktor A gestreckt (gestaucht, das ist Geschmackssache), wenn man die Richtung
beibehilt, aber die Lange mit A multipliziert. In Koordinaten sieht das so aus:

()= G)
y Ay
Anleitung zum Applet ”Vektoren in der Ebene” Schauen Sie sich die Vektoraddition und Mul-

tiplikation mit Skalaren an. Wihlen Sie zum Beispiel z+ = (1,2)f, y* = (14,3) (* bedeutet: man meint
den Spaltenvektor statt der Zeile). Withlen Sie 2+ und den Skalar A = 2.5.

Damit haben wir in R? eine Addition und Multiplikation mit Skalaren (das sind reelle Zahlen) erklért,
die die folgenden Eigenschaften haben. Wir schreiben dabei z* fiir (;;)

Satz 7.1 Sei R?2 = V gesetzt. Dann gilt:

a) Die Addition ist assoziativ, das heift es gilt (z* + y*) + 2% = =4 + (y* + 2%)

b) Es gibt einen Nullvektor 0(= (7)) mit z+ + 0% = Of + 2% = =+ fir alle z+

¢) Zu jedem x* gibt es ein y* (ndmlich (Z31)) mit ¥ + y* = 0. Wir setzen y* = —z*.
d) Die Addition ist kommutativ, das heifit es gilt z+ + y+ = y+ + =+

e) Fiir jedes A\ € R und x* € V ist \x* wieder aus V und es gilt

A+ wzt = b4 pat
Mzt +9h) = at 4+ Mt
Azt = Muzb)

1.zt = ot

Wir sparen uns den Beweis, den man durch einfaches Nachrechnen erhilt.

Sehen wir von der speziellen Wahl V' = R? ab und betrachten nun abstrakt eine Menge V, auf der eine
Addition (z,y) — = +y € V und eine Multiplikation mit Skalaren (A, z) — Az € V gegeben ist.

Definition 7.2 (Vektorraum iiber R) Sei V' eine Menge, auf der eine Addition
VxV oV, (gy)»a+y
und eine Multiplikation mit Skalaren
RxV =V, (Nz)— Az

gegeben sind , die die Eigenschaften a) bis d) von Satz 6.1 haben. Dann heifit V' (abstrakter) Vektorraum
iber R.
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Beispiele:

1. Eine Gerade G in der Ebene durch den Punkt P in Richtung z+ # 0 erhélt man (nach Einfiihrung
von Koordinaten) durch G = {p* + Az* : X € R}. Hierbei ist p* der Koordinatenvektor von P.
Seien p* und ¢+ zwei feste Punkte.

Man erhélt die Gerade durch p* und ¢* als G = {p* +t(¢* —p*) : t € R}. Ist p* = 0%, so ist G
selbst ein Vektorraum. (fiir p # 0 nicht, warum ?) Priifen Sie das bitte nach!

T
2 V=R ={z:z = : | ,z; € R}. Die Addition ist koordinatenweise erklért:
Tp
1+ Y1 AT1
T4y = : . Ebenso ist Az durch Az : = : erklart.
Ty + Yp ATp
Offensichtlich ist V' damit ein Vektorraum, der arithmetische Vektorraum der Dimension p
iiber R.
3.V =C([a,b]) {f : [a,b] = R | fist stetig}. Die Addition ist wie iiblich punktweise erklért:

(f+9)) = f(:t) + g(t). Ebenso setzt man (Af)(t) = A(f(t)). Damit ist V ein Vektorraum iiber
R.

4. Sei V = RP, ferner 0 # 2z € V und G = {tz : t € R}. Dann ist G beziiglich der aus V geerbten
Addition und Multiplikation mit Skalaren selbst ein Vektorraum; denn es gilt
firy,z € G, y=sx, z=trebeny+z=szx+tzx = (s+t)z € Gund \y = A(sz) =
(As)z € G. Die iibrigen der Eigenschaften a) bis d) erbt G von V. G ist eine Gerade durch den
Nullpunkt oder ein eindimensionaler Untervektorraum. Zum Beispiel ist D = {¢ (i) :te R}
die Hauptdiagonale in der Ebene R?, also ein eindimensionaler Untervektorraum der Ebene.

5. Im Raum gibt es drei verschiedene unabhiingige Richtungen. Also kénnen wir ihn durch R® #hnlich
wie die Ebene durch R? koordinatisieren. Im Raum gibt es viele Ebenen, allein durch den Nullpunkt
bereits. Seien niimlich et und f+ zwei Vektoren in R®, die auf verschiedenen Geraden durch den
Nullpunkt liegen. Dann ist
E = {set + tf* : s,t € R} eine Ebene durch den Nullpunkt, aufgespannt von et und f+.
E ist mit der von R® ererbten Addition und Multiplikation ein Vektorraum der Dimension 2, ein
zweidimensionaler Untervektorraum. Eine Ebene durch den Punkt P mit Koordinatenvektor
p* erhalten wir hieraus durch Parallelverschiebung:

E, = {p*+set +tf* : 5,t € R}.

Anleitung zum Applet ”Geraden und Ebenen im Raum” Schauen Sie sich Geraden und Ebenen
im Raum an. Hier sind Beispiele:

1 0
1. G ={| -1 +t| 1 ):t,seR}.
0 1
1 0 1
2. E={| -1 +t{ 1 | +s| 0 |:t,seR}
0 1 1
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1 1 0
3. Seienpt =1 0 |,¢¢+ = -1 o= 1
1 1 0
Lassen Sie erst diese drei Vektoren zeichnen (ausgehend vom Nullpunkt).
Die Ebene durch diese drei Punkte ist

E = {I’¢'|'5(q¢ —pi) +t(7“L —p¢) 1s,t € ]R2}.

Berechnen Sie die Vektoren. Fiir welches Paar (s,t) erhiilt man p*, fiir welches ¢* und fiir welches
r+? Lassen Sie sich die Ebene zeichnen.

Ein Vorteil der Vekorrechnung zeigt sich im folgenden Beispiel:

Beispiel: Wir beweisen kurz, daff sich die Diagonalen eines Parallelogramms stets halbieren.
Seien e+ und f+ die Grundkanten eines Parallelogramms.

Dann ist die Hauptdiagonale h = {t(e* + f¥) : t € R},

die Nebendiagonale N = {e* + s(f* —et) : s € R}.

Fiir einen Schnittpunkt st muf gelten

st = tlet + fY) = et +5(f+ —e)

oder
(1—t—s)et = (t—s)f*.

Die Geraden durch e und f+ haben als einzigen Punkt den Nullpunkt gemeinsam. Also ist 1 —t — s =
0=t—sund damitt = s = 1.

Also gibt es genau einen Schnittpunkt

= S+ ) = et ().

Wiederholung:

e Ebene und Raum und ihre Koordinatisierung.
e Vektorrdume, Axiomensystem.

e RP, Untervektorrdume, Geraden, Ebenen.

7.1.2 Lineare Abhingigkeit

Uberblick: In Verallgemeinerung der Parallelitéit zweier Vektoren fiihren wir den Begriff der linearen
Abhiingigkeit ein. Lineare Unabhiingigkeit ist die Veralgemeinerung der grundlegenden Auszeichnung von
endlich vielen Vektoren (besser: Richtungen), nach denen man alle Vektoren eindeutig zerlegen kann. Da-
mit kdnnen wir in Verallgemeinerung von Ebene und Raum Basen und die Dimension eines Vektorraumes
einfiihren.

Wir sagen, daf3 2 Vektoren a* und b* im Vektorraum parallel sind, wenn sie in die gleiche oder entgegen-
gesetzte Richtung zeigen, wenn also at = tb* fiir ein t € R ist, oder kiirzer, wenn a‘ auf der durch den

Nullpunkt in Richtung b* laufenden Geraden liegt. Dann liegt auch b% auf der durch den Nullpunkt in

Richtung a* laufenden Geraden, denn es ist ja (vorausgesetzt, daB a* # 0% # b¥ gilt) b* = %ai. Damit
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wir auch den Fall a* = 0% bzw. b = 0* erfassen - der Nullvektor ist sozusagen parallel zu jedem anderen
Vektor - kénnen wir sagen:

a* und b* sind parallel, wenn es zwei Zahlen s, € R gibt, die nicht beide gleich 0 sind mit sa*+tb* = 0.
Man nennt die beiden Vektoren dann auch linear abhéngig.

Wir verallgemeinern:

Definition 7.3 Sei V' ein Vektorraum iber R. Die Vektoren ai,...,a, € V heiffen linear abhiingig,
wenn es Zahlen t1,... ,t, gibt, die nicht alle gleich 0 sind, so daf§ t1a1 + ...+ th,a, = 0 gilt. Gibt es
solche Zahlen nicht, so heiflen die Vektoren linear unabhingig.

ai,...,an sind also linear unabhingig, wenn die Gleichung t1a1+...4+tpa, = O nurfirt; = to = ... =

tn, = 0gilt. ai,...,a, sind dagegen linear abhéngig, wenn ¢t1a1+...+tpa, = Oflir Zahlen ¢4, ... , 1, gilt,

von denen mindestens eine ungleich Null ist. Ist etwa ¢,, # 0, soist a, = — f—l a— f_z as—...— ?_1 Ap_1,
n n n

ay, liegt also in dem Untervektorraum
W = {81&1 + ...+ Sp—10p-1 : 8; eR fir j=1,... ,n—l}.

(Siehe hierzu auch Definition 7.4)

Beispiele:
1 1 0
1.InR¥sind [ 1 |,{ O | und 1 linear abhiingig.
0 1 -1
1 0 0
Hingegensind [ O |, 1 Jund | O linear unabhingig.
0 0 1

2. In R? sind ((1)) und ((1)) linear unabhingig, aber je drei Vektoren sind linear abhingig.
3. In RP gibt es p linear unabhingige Vektoren. Je (p + 1) Vektoren sind linear abhéngig.

4. In C(]0,1]) sind die Funktionen 1,z,z?%,...,2%° linear unabhéngig. Gilt das auch fiir beliebiges n

statt 207
5. Seien L = {ai,...,an} C V linear unabhingig und § # M C {a4,...,a,} eine Teilmenge, also
M = {ai,,...,a; } mit r <n und a;; # a;, fir j # k. Dann ist auch M linear unabhéngig. Denn

wire 0 = t;,a;, ...+ ... +t;, a;, mit einem ¢;; # 0, so wére
0 =tyay +...+t,a;, +0-ap, +...+0-ay,_,
(wo {ae,,...,ae,_,.} = L\ M) mit mindestens einem ¢;; # 0, also wére L linear abhéingig.

6. Sei L = {ai,...,a,} CV linear abhiingig und N irgend eine endliche Menge aus V', die L enthiilt.
Dann ist N linear abhingig.

Wir haben bereits gesehen, daf§ es in R?, also auch im geometrischen bzw. euklidischen Raum drei linear

1 0 0
unabhingige Vektoren gibt (z.B. e; = 0 | ,ex = 1 ,e3 = 0 |) und sich jeder Vektor aus
0 0 1
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diesen
“linear kombinieren” 14ft.
I
:ﬁ = 2 = mle%—l—wgeg—l—xge‘é.
zs3

Definition 7.4 Seien ai,...,a, Vektoren in einem beliebigen Vektorraum und Ai,...,A, € R. Dann
nennt man die Summe A\ a1 + Aaax + ... + Apap, = >, Aja; der skalaren Vielfachen A;a; der
Vektoren a; eine Linearkombination von ai,... ,a,. Eine Teilmenge W des Vektorraumes V heifit
Untervektorraum oder linearer Teilraum von V, wenn mit a,b € W auch jede Linearkombination
Aa + pb in W liegt. W ist dann tatsdchlich ein Vektorraum. Denn daf$ die Addition assoziativ ist usw.
erbt W ja von V.

Sei a1,...,ap € V. Dann ist die Menge span(as, ... ,ap) aller Linearkombinationen von a1,... ,a, ein
Untervektorraum, der von ai,... ,a, erzeugte Untervektorraum. Beispiele sind Geraden durch den
Nullpunkt (p =1, 0 # a;) und Ebenen durch den Nullpunkt (p =2, a1, a2 linear unabhingig).

Definition 7.5 Fine Menge B = {b1,...,b,} heifst Basis des Vektorraumes V, wenn V = span(B)
und B linear unabhdngig ist.

Wir erhalten

Satz 7.6 a) B = {b,...,bp} CV ist genau dann Basis von V, wenn sich jedes x auf genau eine
Weise als Linearkombination x = Y &; b; der by,... b, schreiben lGft.

b) HatV eine Basis B aus p Elementen, so hat jede Basis von V p Elemente.
Beweis:

a) Sei B Basis und = € V beliebig. Wegen V' = span(B) ist z = ) &;b; fiir gewisse §; € R. Gilt
auBlerdem z = Y p;bj, soist 0 = > (§; — p;)b;. Da B linear unabhéngig ist, ist 0 = & — p;,
also §; = p; fir j = 1,...,p. Die z darstellende Linearkombination ist eindeutig. Sei umgekehrt
jedes z € V eindeutige Linearkombination von B. Dann ist V = span(B). Auflerdem ist z = 0
eindeutige Linearkombination von B. Ist also 0 = > &;b;, somul & = ... = £, = 0 gelten. Also
ist B linear unabhingig

b) ist sehr viel aufwendiger zu beweisen.
Definition 7.7 Ein Vektorraum V iber R heifit unendlichdimensional, in Zeichen dim(V) = oo,

wenn er keine endliche Basis hat. Im anderen Fall haben alle mdéglichen Basen die gleiche Mdichtigkeit.
Diese Zahl heifit die Dimension dim (V') von V.

Beispiele:

1. dim(RP) = p.

2. Sei G = {tb* : t € R}, b* # 0% eine Gerade durch den Nullpunkt in RP. Dann ist G ja ein
Untervektorraum. Es gilt dim(G) = 1. Alle Basen sind eindeutig und haben die Form B = {t,b‘},
wo t, eine feste Zahl ist.
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3. Sei E = {sa* +tb* : s,t € R} (mit at,b* linear unabhiingig) eine Ebene durch den Nullpunkt in
RP. Dann ist {a*,b*} eine Basis des Untervektorraumes E. Es gilt also dimE = 2. Sind (%) und
(?) linear unabhiingig in R?, so ist B = {ua* + vb', sa* + tb*} eine weitere Basis in E.

Wiederholung:

e Lineare Abhiingigkeit, lineare Unabhigigkeit
e Untervektorraum

e Basgis, Dimension eines Vektorraumes

7.1.3 Linge oder Norm eines Vektors, Skalarprodukt auf RP

Uberblick: Ausgehend von der Anschauung in der Ebene definieren wir die Linge eines Vektors (seine
Norm) und den Abstand zweier Vektoren. Dies fiihrt zur Einfiihrung des Skalarprodukts, mit dessen
Verallgemeinerung wir nun auch eine Norm in RP einfiihren kénnen.

Betrachten wir eine Ebene, die physikalisch gesprochen von zwei Vektoren der Liange 1 aufgespannt wer-
den, die senkrecht aufeinander stehen, und koordinatisieren wir die Ebene durch R? wie oben beschrieben,
so hat ein Vektor z+ = (1) die Lénge [|z*|| = (/2] + 3. Zwei Punkte P und @ mit den Koordinaten
p* und ¢* haben dann den Abstand A(P,Q) = ||p* — ¢*||.

Die Lange, auch Norm genannt. hat die folgenden Eigenschaften:

Satz 7.8 Es gilt

(i) ||z*]| = 0 genau dann wenn x% = 0 ist. Definitheit
(i) |ltzH|| = ¢ | ||| Absolute Homogenitit
(i) ||z¥ + ¥ < ||z¥]| + ||y*]] Dreiecksungleichung

(i) | llzH] = ll=]] 1< [l =yl

Wihrend man die ersten beiden Gleichungen sowohl aus der Anschauung als auch durch einfache Rech-
nung erhilt, ergibt sich (iii) zun#chst nur aus der Anschauung. Thr rechnerischer Beweis ist dagegen
komplizierter, man zeigt

lla¥ + g 1P < [l + llg* I + 20l ly* -

(sieche Theorem 7.12)

Das Skalarprodukt

Zeichnet man sich ein Dreieck mit den Seiten z+,y* und z¥ + y* auf und projiziert 2+ + y* senkrecht auf
die durch z* laufende Gerade, so erhélt man nach dem Satz des Pythagoras

lla* +4*11” = (lzll + Iyl cos9)* + (lyllsing)® = [ll* + llyll* + 2|zl [lyl| cos »-

(¢ ist hier der Winkel zwischen z+ und y*)
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Rechnet man andererseits ||z+ + y*||? einfach aus, so ergibt sich
lzt +yH1?> = (@1 +y1)* + (@2 +92)2 = 22 + 25 + y] + y5 + 22141 + 22200.
Hieraus erhilt man durch Vergleich mit der vorigen Gleichung
z1y1 + 2292 = [lzl| ||yl cos .

Wir nennen diesen Ausdruck das Skalarprodukt von z+ mit y*.
Allgemeiner erkliren wir auch das Skalarprodukt auf RP:

z1 Y1
Definition 7.9 Seien 2% = : und y* = : in RP beliebig. Wir definieren das Skalarpro-
Tp Yp
dukt durch »
(2% | y") = @11 + Zayz + .. + Tpyp = Zzz;jyj ...€R
j=1
Es hat folgende Eigenschaften:
Satz 7.10 FEs gelten die Formeln:
(i) (@* +y | zt) = (a | 24+ (v | zt) Linearitit im
Azt | 2) = Mzt | 2Y) ersten Argument
(i) (=¥ |y*) = (y* | zt) Symmetrie
(i) (x* | %) > 0 fiir alle z+ #0 Definitheit

Sie erhalten all diese Eigenschaften durch Ausrechnen. Wegen (ii) ist das Skalarprodukt auch linear im
zweiten Argument, es gilt also (zt | y* +2%) = (2t | y¥) + (z¥ | 2Y) und (z¥ | AdyY) = A(zt | y¥).

Aber beachten Siel Das Skalarprodukt ist kein Produkt im iiblichen Sinn, weil es seinen zwei Argumenten,
die Vektoren sind, eine Zahl und keinen Vektor zuordnet.

Das Skalarprodukt erfiillt eine wichtige Ungleichung, die im Fall der Ebene wegen |cosp| < 1 klar ist

(s.0.)

Satz 7.11 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung)
FEs gilt
| (@*y*) P< (@) (vt y*).

Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn x¥ und y* linear abhingig sind.

Beweis: Ist y* = 0, so steht links und rechts 0. (Dann sind 2+ und y* auch linear abhiingig).
*ly*)
Sei y* #0und t = (Cad o}
(y*ly*)
Nach 7.10 gilt
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0< (@t —tyt [a¥ —ty") = (a*|ah) —2t(z* | y") + (v | v')

2zt |y*)? | (at]y*)?

W'ly*) W)
(zt|yh)?

b —

@ =) (v*ly*)

— ($L|m¢)_

Multipliziert man diese Ungleichung mit (y*|y*) durch, so folgt die erste Aussage. Nach 7.10 gilt 0 =
(z+ — ty* | z — ty*) genau dann, wenn z+ — ty* = 0, 2+ und y* also linear abhéingig sind.

Motiviert durch den Fall der Ebene sagen wir, zwei Vektoren z* und y* stehen senkrecht aufein-
ander, oder sind orthogonal, wenn (z* | y*) = 0 gilt. Genau wie in der Ebene erhalten wir auch im R?
eine Abstandsmessung aus dem Sakalarprodukt:

Theorem 7.12 Fiir 2t € RP sei die Norm erklart durch

2] = 4/ (z*]2+).
Dann gilt
(i) ||lz*|| = 0 genau dann wenn z*+ = 0 ist. Definitheit
(is) ||tzt|| =t | ||z Absolute Homogenitit
(i) ||z* + y¥|| < [|zH] + ||ly*]] Dreiecksungleichung

() | llzH] = ll=]] < ll=* =yl
Beweis: (i) und (ii) sind unmittelbar klar.

(iii) Bs ist

llzt + g = (zt +yt|zt +yh)
(zH|zY) + (yHyt) + 2(zHyt)
(zH|z¥) + (WHyh) + 24/ (@t ]2h) (yHyh)

<
~~
Satz 7.11

= (2t 1+ Ty,
woraus (iii) durch Wurzelziehen folgt.

(iv) Es ist nach (iii)
et = =" = y*) +y*l < Nl =yl + Ny,

also
Nzt = lly*ll < [la* =y

Vertauscht man 2+ und y* so erhilt man
gl = [zl < lly* = 2.

Wegen ||yt — zt|| = ||2¥ — y*|| (nach (ii)) folgt die Behauptung.
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Beispiele:

1. In R? sind (}) und () senkrecht aufeinander.

2. Sei z+ = (J!) € R*. Dann ist die Gerade senkrecht zu z* durch den Nullpunkt gerade G =

{t(f;l) : t € R}. Die Gerade G 148t sich also auch durch die Gleichung (y*|z+) = yiz1 + 3220 = 0
beschreiben.

Wiederholung:

e Skalarprodukt in R?
e Cauchy-Schwarzschen Ungleichung
e Norm eines Vektors, Abstand zweier Vektoren

e Orthogonalitdt von Vektoren

7.1.4 Vektorprodukt und Spatprodukt im R?

Uberblick: Im Raum (also im R?) stehen uns zwei weitere “Produkte” von geometrischer Bedeutung zur
Verfiigung, die wir erfolgreich bei geometrischen Untersuchungen einsetzen konnen: das Vektorprodukt
und das Spatprodukt. Wir liefern geometrischen Anwendungen.

Als erste Aufgabe suchen wir im Raum zu zwei Vektoren z+ und y* einen Vektor, der senkrecht auf
der durch z* und y* aufgespannten Ebene E = {sz* + ty* : 5,t+ € R} steht und auBlerdem auch den
Flicheninhalt des von z+ und y* aufgespannten Parallelogramms P(zt,y%) = {sz* +ty* :0 < s,t < 1}
charakterisiert.

Definition 7.13 Das Vektorprodukt z+ x y* zweier Vektoren x¥,y* ist ein Vektor mit den Eigenschaf-
ten

1. z* x y* steht senkrecht auf z¥ und y*
2. ||zt x y*|| = ||z |yt sin(< (z¥, y*)), das ist der Flicheninhalt von P(x*,y")

3. x¥,yt, v x y* soll in dieser Reihenfolge ein Rechtssystem bilden, das heifit: steht ein Mensch mit
dem rechten Fuf} auf ¥ und mit dem linken Fuf aufy*, so zeigt der Kopf in Richtung x¥ x y*. Oder
“physikalischer” : halte die rechte Faust mit der durch den kleinen Finger gebildeten Kante auf die
Ebene E, so daf die Fingerspitzen der Faust von x‘ nach y* zeigen. Dann zeigt der Daumen in
Richtung x* x y*.

Anleitung zum Applet ”Der Matrizenrechner” Wihlen Sie Paare von Vektoren und lassen Sie
sich ihr Vektorprodukt berechnen.

Es gilt z.B.:
Beispiele:
1 0 0
1 0 X 1 = 0
0 0 1
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1 -1 0
2 1 X 1 = 0
0 0 2
0 0 -1
3 0 X 1 = 0
1 0 0

Das Vektorprodukt hat die folgenden Eigenschaften

Satz 7.14 1. y* x a2t = —zt x yt

2. Genau dann sind ¥ und y* linear abhingig (parallel), wenn z¥ x y* = 0

3 (xt+y¥) x 2t = ot x 2t + y¥t x 2t Linearitit im 1. Argument
(Azt) x y*
Wegen 1) ist das Vektorprodukt auch linear im zweiten Argument.
Z1 Y1
4. Ist zv = To und yb = Y2 , So st
T3 Y3
T2Ys — T3Y2
SL"J'Xy‘J’: T3Yr — T1Y3

T1Y2 — T2Y1
Beweis:
1. Durch die Vertauschung der Faktoren &indert sich der Flicheninhalt von P(z*,y%), also der Betrag
von z+ x y* nicht, wohl aber die Richtung.

2. Der Flicheninhalt des Parallelogramms ist genau dann gleich 0, wenn 2+ und y* auf einer gemein-
samen Geraden liegen.

3. Die Formel mit A ist klar. Die Formel mit “ + ” im ersten Argument ist zwar elementargeometrisch
klar, aber etwas schwieriger.

4. erhilt man aus 1) und 3) wie folgt:
b =zl + zoel + z3el, Yy =yiel + yael + ysel

1 0 0
mite‘lL: 0 ,ejz 1 ,eﬁz 0
0 0 1

Dann gilt ndmlich e‘lL X eé = eé, e‘2L X eé = ei und eé X e% = e%, ferner z¥ x y* =

3L
Zi,k:l T Yk €] X €.

Berticksichtigung von el xet = —et

3 X e7 = —e3 usw. liefert die Behauptung.

Fiir das Vektorprodukt gilt kein Assoziativgesetz. Vielmehr hat man den folgenden Satz, der auch eine
weitere Formel enthlt.

Satz 7.15 1. 2% x (y* x z¥) = (z¥2M)yt — (z|y¥)2*
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2. (zr x y¥ut x v¥) = (zHub)(yHot) — (z¥|o¥) (yt|ub) Identitit von Lagrange
Beweis:

1. z¥ x (y* x z*) steht insbesondere senkrecht auf y* x 2+, liegt also in der von 4+ und 2+ aufgespannten
Ebene. Damit kann man die Formel durch den Ansatz z+ x (y* x z+) = Ayt + pzt und weitere
geometrische Uberlegungen erhalten. Es muf dieser Vektor ja auch auf z* senkrecht stehen, was
Mzt|yt) + p(xt|z') = 0 ergibt. Man kann die Formel aber auch iiber die Koordinatenformel fiir
das Vektorprodukt ausrechnen.

2. Man setzt 2¥ = u* x v¥ und erhilt nach dem Vertauschungssatz (Satz 7.16)

(@ xytlzt) = (alyt x 2) = (@'lyt x (ut x vt))
= (@ v)ut — (ylu)od).

Ausmultiplizieren liefert die Formel.

Der orientierte Rauminhalt des von den drei Vektoren zt,yt, 2+ im R® aufgespannten Parallelepipeds
oder Spats heifit Spatprodukt. Es ist Grundfliche mal Hohe. Die Formel ist

(atytzt) = (z* x y*lzh)

Anleitung zum Applet “affine Transformationen” Schauen Sie sich das entsprechende Parallel-
epiped an:

1 0 0
af: 1 ,a‘2L: 2 ,aéz 0
1 0 1

Schreiben Sie hierzu den ersten Vektor in die erste Spalte der “Matrix” auf der linken Seite (“Transfor-
mationen”), den zweiten in die zweite Spalte, den dritten in die dritte.
Wihlen Sie eigene Vektoren!

Fiir das Spatprodukt gilt der folgene Satz:

Satz 7.16 (Vertauschungssatz)
Es ist (xVytzY) = (yrztzt) = (2tatyt).
Vertauscht man ein Argumentpaar, so wechselt das Spatprodukt das Vorzeichen.

Beweis: Es ist fiir die kanonischen Vektoren e}, e}, e (et eset) = 1 (Inhalt des Wiirfels der
Kantenlinge 1). Setzt man nun zt = =z;el + zael + zzel, y* und 2% entsprechend, so folgt die
Behauptung.

Falls Sie dreireihige Determinanten aus der Schule kennen, sehen Sie:

1 Y1 ~1
(ar:¢ Tas zi) =det| x2 w2 2
T3 Y3 23

114



Korollar 7.17 Es ist (2% y* z%) genau dann gleich 0 wenn z¥ , y*, 2+ linear abhingig sind.

Beweis: Nach der geometrischen Bedeutung ist (z+ 3+ z*) = 0 genau dann, wenn die drei Vektoren gar
kein echtes Spat aufspannen, also in einer Ebene liegen.

Aufgaben:
2 10
1. Wie lang ist die Strecke zwischen p* = 5 | und ¢+ = 3 |7
11 18

2. Wo liegt der Punkt pJ{ der die Strecke p* und ¢* im Verhéltnis 2 zu 3 teilt?

3. Bestimmen Sie den Schwerpunkt des Dreiecks mit den Spitzen

2 11 5
afz ) ,agz 3 ,aéz 1
0 8 11

4. Bestimmen Sie den Flicheninhalt des obigen Dreiecks.
Tip: Benutzen Sie das Vektorprodukt zweier Kantenvektoren.

5. Der Rauminhalt eines Tetraeders mit den Eckpunkten p‘lL , pJQ’ , pg ist Grundfliche z Hohe /3. Be-
stimmen Sie den Rauminhalt fiir

1 2 1 1
=2 ).p5=3|.,p5=1{5],pi=12
0 1 4 1

Tip: Verwenden Sie das Spatprodukt fiir die Kanten!

Geometrische Anwendungen

Wir hatten schon frither die Beschreibung einer Ebene durch drei Punkte p‘lL , pg , pg behandel:
E = {p +s(ps — p}) + tlo; — pY) : 5,t € R}

Die Gleichung 2+ = pf + s(p% —p1) + t(pé - pf) = z¥(s,t) heift Parameterdarstellung der Ebene.

Wir setzen et = (7 = py) * (p; = p})

(w5 — 1) x (05 — py)
Ebene. Nach Konstruktion steht et senkrecht auf z*(s,t) — pt fiir alle s, ¢, also auf der in den Nullpunkt
parallel verschobenen Ebene Fy = E — pt. Damit gilt z+ € E genau dann, wenn 0 = (et|z* — p}), also
v € E o (ef|zY) = (e‘|p}). Diese Darstellung der Ebene heifit Hessesche Normalform.

Appletanleitung Wihlen Sie einen beliebigen Vektor der Norm 1, z. B. et = (1, —1,0)¢/+/2. Schauen
Sie sich die Ebene durch den Nullpunkt senkrecht zu e an.

* % % TO DO * ok
Fiir einen beliebigen Punkt a* berechnet sich der Abstand von a* zur Ebene E zu Abstand((a‘, E) =

(a* = plleb).
Der Abstand ist positiv, wenn a* auf der Seite der Ebene liegt, in die et zeigt, negativ im anderen Fall.

- et heifit der Stellungsvektor oder Normalenvektor der

Appletanleitung Wihlen sie die Ebene aus der obigen Anschaung und den Vektor a* = (1,1,1)%.
Schauen Sie sich den Abstandsvektor zur Ebene an.

* % % TO DO * ok

115



Schnittpunkt zwischen Gerade und Ebene

Wir denken uns die Ebene E durch (z+ — p*|et) = 0 gegeben, die Gerade durch y*(t) = a* + tb*. Dann
gilt fiir den Durchstofpunkt oder Schnittpunkt

(a* + tsb* = ptlet) = 0 = ((a" —p*)le) + ts(b]e).

Ist (b%|et) # 0, also Gerade und Ebene nicht parallel, so gibt es genau einen Schnittpunkt: t, =
(pi _ a¢| et

(b*le*)
Ist (b*|et) = 0, so liegt die Gerade entweder in E oder schneidet E nie.
Anleitung zum Applet ”Geraden und Ebenen im Raum” Wibhlen Sie p* = (1,1,0)¢, et wie
oben und wihlen Sie eine bestimmte Gerade. Schauen Sie sich ihren Schnittpunkt mit der Ebene an.

Winkel zwischen zwei Ebenen

Sein F; und E; durch ihre Normalen f;, f5 gegeben, also durch (z* — pj| fj‘.L ) =0 (j=1,2),s0ist der
Winkel zwischen E; und E» derjenige zwischen ff’ und f;.' . Wegen || f;]| = 1 erhélt man

cos(p) = (fi1f3), sin(p) = |If1 x fall.

Projektion auf eine Ebene

Sei E durch (y* — p*|et) = 0 gegeben. Wir wollen einen Punkt z* in Richtung ¢* auf E projizieren und
den Bildpunkt #+ berechnen. Es ist #+ = z+ + t#* fiir ein t. Es muB (e*|[#*) # 0 sein, weil sonst die
Projektionsrichtung parallel zu e ist. Wegen 2+ € E erhilt man (2% + t/* — p*let) = 0, also

‘)

b
t = w und damit

(16
(vt — 2le)

Al — ol
Ty = v+
(£'e*)

Appletanleitung Wibhlen Sie et = (1,—1,0)t/v/2, p* = (1,1,1)t und ¢+ = (1,2, —3)!. Schauen Sie sich
die Projektion fiir verschiedene z+ an.

* % % TO DO * %ok

Damit kénnen wir Spiegelungen an einer Ebene berechnen. Hier handelt es sich zuniichst um die
senkrechte Projektion auf E, also #* = e* und dann um Weitergehen um die gleiche Liéinge in Richtung
et, also ist der gespiegelte Punkt

zt = zv 4+ 2(pt — zt|eb)et.
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Sphiren (Kugeln im klassischen Sinn)

Eine Sphiire ist der geometrische Ort aller Punkte, die von einem festen Punkt m*, dem Mittelpunkt
einen festen Abstand r (r > 0 oder Radius) haben.
Also S = {zt : (z* — m¥|zt —mt) = r?}
Die Gleichung (z+ — m*|z¥ — m*%) = r? heifit Kugelgleichung. Wir schneiden S mit einer Ebene in
Parameterform

2(s,t) = p* +sat +tb* mit |at|| = ||p*]] = 1, (a*|p*) = 0.

Wir erhalten fiir die Schnittmenge die folgende Gleichung fiir s und t¢:
llp* + sa* + tb* —m*|> = r2.
Es ergibt sich
lp" —m*|[* + 8% + 7 + 2s(a*|p* —m*) + 2t(b*|p* —m*) = r?
oder s? + 1t + 2s(at|p* —m¥) + 2t(b*|p* — m¥) = 2 = |]p— m*|?
Quadratische Ergidnzung liefert
(s + (a*lp" = m%))* + (t + (W*p* —m*)* = 12 + (a*[p* —m*)? + (b*[p* — m)* — |lp — m*||*.
Da die Vektoren a* und b* die Linge 1 haben und senkrecht aufeinander stehen, ist die Schnittpunktmenge
ein Kreis, ein Punkt oder leer, je nachdem, ob die rechte Seite >, = oder < 0 ist.

Wiederholung:

e Spatprodukt
e Vektorprodukt
e zusammengesetzte Produkte

e Schnittpunkte zwischen Ebenen und Geraden, Ebenen und Ebenen, Ebenen und Kugeln

7.2 Lineare Abbildungen und Matrizen

Uberblick: Der Begriff der linearen Abbildung ist einer der zentralen Begriffe fiir die gesamte Mathe-
matik. Geometrisch gesprochen sind dies Abbildungen eines Vektorraumes V' in einen anderen W, die
den Nullpunkt in den Nullpunkt und Dreiecke in Dreiecke iiberfiihren (die auch entartet, also Strecken
oder Punkte werden konnen). Wichtige Spezialfiille sind lineare Abbildungen des R? in sich, die die Linge
von Vektoren erhalten. Hierunter fallen Drehungen und Spiegelungen. Ebenso wichtig sind gerade fiir die
graphische Datenverabreitung die Projektionen.

Lineare Abbildungen sind durch die Angabe des Bildes einer Basis vollstindig bestimmt und kénnen
deshalb in Zahlentafeln (Matrizen) kodiert werden. Mit ihrer Hilfe lassen sich lineare Gleichungssysteme
theoretisch elegant behandeln. Zentral ist daneben der Begriff der Determinante einer linearen Abbildung
eines p-dimensionalen Vektorraumes in sich, der den Verzerrungsfaktor fiir das Bild des p-dimensionalen
Einheitsvolumens angibt.
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7.2.1 Lineare Abbildungen

Uberblick: Ausgehend von Drehungen, Projektionen und Spiegelungen erkliren wir den Begriff der
linearen Abbildung, ihres Ranges, ihres Kernes und zeigen die beriihmte Dimensionsformel.

Anleitung zum Applet “affine Transformationen”

1. Drehungen in der Ebene

Wir schauen uns eine Drehung einer Ebene um einen willkiirlich festgelegten Nullpunkt um 45° ( =
m/4) an. Wir fithren zwei senkrecht aufeinander stehende Vektoren e% und 6‘2L der Lénge 1 ein, so
daB {((e1, e5) = /2 ist. Dann ist das Bild von e} unter der Drehung gerade (e; + e3)/v/2 und
das Bild von e} ist (—e; + e3)/v/2. Eine Drehung erhélt Léngen und Winkel und damit Dreiecke;
genauer ist das Bilddreieck jeden Dreiecks kongruent zum (Urbild-) Dreieck. Bezeichnen wir die

Drehung mit D, so ist also
D(z* +y*) = Dz* + Dyt
und
D(Az') = AD(z*).
Abbildungen, die diese beiden Gleichungen erfiillen, heiflen linear.

Damit konnen wir allein aus der Kenntnis der Bilder unserer Basis e‘lL und e% die Bilder beliebiger
Vektoren z+ berechnen. Denn es ist wegen der Linearitiit

D(zt) D(z1 et + zye}) = 21D(e}) + 22D (eh)
acl(e‘lL + e‘zL)/\/i + :vg(—e‘lL + e%)/ﬁ
(21— 22)/V2 - ef + (31 +22)/V2 - €}

Sie kénnen die Drehwinkel um eine bestimmte Achse direkt eingeben. Tragen sie in der linken
“Matrix” (“Transformationen”) im Kistchen ganz rechts unten eine Null ein, dreht sich nur die
z-y-Ebene. Versuchen Sie die “Transformation so zu &ndern, dafl sich nur die z-z— oder nur die
y-z2—Ebene dreht.

(Rechts sehen sie dann die “Matrix dieser Drehung”. Was das genau bedeutet wird im {ibernéchsten
Abschnitt behandelt)

2. Drehungen im Raum

Im Raum, den wir durch R?® beschreiben, hat eine Drehung immer eine Drehachse. Wir legen den
0—Punkt unseres Koordinatensystems so, dafl die Drehachse durch ihn verlduft und wahlen auf der
Drehachse einen Vektor e§ der Lénge 1 so, dafl wenn der Daumen der rechten Faust in Richtung von

e‘3L zeigt, die Finger der Faust in Drehrichtung zeigt. In der Ebene senkrecht zur Drehachse fiithren

wir orthogonale Vektoren e% und e% so ein, daf (eJ{ , e%, eé) ein Rechtssystem ist.

Es handle sich um eine Drehung um den Winkel ¢ > 0. Dann bleibt eé fest, also D(eg) = eg (D =
die Drehung), D(et) = cospel + sinpel, D(e}) = (—singel + cospe}). Da wieder Linge und
Winkel erhalten bleiben, werden beliebige Dreiecke in kongruente Dreiecke iiberfiihrt. Insbesondere
ist D linear und es gilt wieder

D(z") = D(ziet + zy65 + 23 e‘3L)
= z1D(ef) + 22D(ef) + z3D(e3),
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also

D(z%) = (z1cosp + zasinp)et + (—z1sing + zacosp)ey + z3e5
Drehen Sie um die z-Achse. Versuchen Sie das gleich Ergebnis zu erzielen, indem Sie bei “Trans-
formationen” Zahlen eingeben.

3. Projektionen auf eine Ebene

Wir denken uns die Koordinaten im Raum so eingefiihrt, dafl die Ebene E von zwei orthogonalen
Vektoren e‘lL, 6‘2L der Norm 1 aufgespannt wird, und wihlen 6‘3L = e‘lL X e‘QL. Sei b* ein nicht in E
liegender Vektor der Linge 1, also bt = by e‘lL + bo e% + b3 eé mit bs # 0. Der Normalenvektor von
E ist gerade e}, die Ebene E ist durch e" = {z* : (z‘|e3) = 0'} gegeben. Also ist der Bildpunkt

von z+ unter der Projektion lings b* durch

Lok
P(zY) = a¥ — (2”]e5) bt
(0*[e5)
gegeben. Allein an dieser Formel sieht man: Dreiecke gehen wieder in Dreiecke iiber, die aber nicht

mehr kongruent sind. Genauer: P ist wieder linear.
In Formeln erh&lt man zunéchst

P(ey) = ef, Pleg) = e3,
1 by b2
P(e}) = e — EH = —Ee% —Eeg
Damit erhélt man
P(zY) = P(zief + zoef + a3 eg) = 2, P(e}) + 22 P(e2) + 23 P(es)
b b
= (#1— —zs)et + (22— = z3) el
b3 bs
1
Wihlen Sie b¥ = 1 ]. Versuchen Sie durch Eingabe von Zahlen in “Transformationen” das
1

durch die oben angegebenen Bilder der Basisvektoren definierte Bild des Wiirfels zu erhalten. Ver-
suche Sie das gleiche mit anderen Vektoren b¥.

Ausgehend von diesen vielen Beispielen erkliren wir nun:
Definition 7.18 FEine Abbildung A vom Vektorraum V in den Vektorraum W heifit linear, wenn fiir
alle x,y € V und alle A € R gilt
Alz+y) = Alx) + Aly)
Adz) = MA(z)
Im einzelnen gilt also:

(i) Ist A ein Dreieck mit den Ecken 0,z und z + y so wird es durch die lineare Abbildung A in das
Dreieck ( in W) mit den Ecken 0, A(z) und A(z) + A(y) abgebildet.
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(ii) Dehnt man den Vektor z mit dem Faktor A, so wird der so gedehnte Vektor abgebildet auf den
Vektor, den man erhélt, wenn man das Bild A(z) von z um denselben Faktor dehnt.

Der Begriff der linearen Abbildung ist zentral fiir die gesamte Mathematik. Hier sind weitere Beispiele,
die Sie sich zum Teil auch am Computer anschauen kénnen.

Beispiele:

1. Spiegelung in R? an einer Gerade durch den Nullpunkt. Sei G = {ta*: t € R}, at = (§) # 0.
Sei et = ——L— (). Dann ist €' LG.

vaz+b
Sei z+ € R? beliebig. Dann ist der an G gespiegelte Punkt S(z*) = z+ — 2(z|e!) e'.
Priifen Sie nach, daf} S linear ist.

2. Spiegelung in R® an einer Ebene durch den Nullpunkt. Sei e* der Normalenvektor der Ebene. Dann
ist S(z¥) = zt — 2(zt|et) et wieder der Spiegelungspunkt.

3. Die Parametrisierung einer Ebene in einem beliebigen Vektorraum V durch R? ist eine lineare
Abbildung. Genauer: Seien a,b € V linear unabhingig (wir lassen bei Vektoren eines beliebigen
Vektorraums die Pfeile weg und bezeichnen reelle Zahlen mit griechischen Buchstaben). Sei E =
{€a+ pb : &, pu € R} die von a und b in V gespannte Ebene durch den Nullpunkt.

Sei P(( f} )) = &a + nb. Dann ist P eine lineare Abbildung von R? auf die Ebene E.

ay
4. Sei at = : ein fester Vektor aus RP. Dann ist die Abbildung
ap
Sy : ot Spu(at) = (at|zt) linear.

Mit linearen Abbildungen kann man rechnen.

Satz 7.19  a) Seien V,W Vektorrigume und A,B :V — W seien lineare Abbildungen. Dann ist auch
A+B:xz+— (A+ B)(z) := A(z) + B(z)
eine lineare Abbildung. Ebenso ist fir A € R
A iz (M) (z) = NA(z)
eine lineare Abbildung.

b) Sei X ein weiterer Vektorraum und A:V — W, B :W — X seien lineare Abbildungen. Dann ist
auch die Hintereinanderausfihrung B - A :V — X eine lineare Abbildung.

Korollar 7.20 Die Menge L(V,W) aller linearen Abbildungen von V nach W bildet mit der oben ange-
gebenen Addition und mit der oben angegebenen multiplikation mit Skalaren einen Vektorraum.

Die folgenden Aufgaben liefern eine Vertiefung des Satzes und Beispiele.

Aufgaben:
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1. Beweisen Sie bitte den vorausgegangenen Satz.
2. Zeigen Sie bitte: die Hintereinanderausfiihrung zweier Drehungen in R? ist eine Drehung.
3. Sei S eine Spiegelung des R® an einer Ebene durch den Nullpunkt. Was ist S%2(= S o S)?

4. Sei P eine Projektion des R® auf eine Ebene durch den Nullpunkt lings einem Vektor a*(# 0%).
Was ist P2.

Wir haben uns bisher um das Bild A(V') der linearen Abbildung A gekiimmert und damit den Rang der
Abbildung definiert. Bei einer Projektion werden nun eine Menge Vektoren “geschluckt ”, das heifit auf
den Nullvektor abgebildet. Welche sind das (siehe Aufg. 4 oben)?

Definition 7.21 Sei A eine lineare Abbildung des Vektorraumes V in den Vektorraum W. Die Menge
{z € V: A(z) = 0} heifit Kern ker(A) der Abbildung A.

Klar ist der folgende Satz:

Satz 7.22 Sei A:V — W eine lineare Abbildung.

a) ker(A) ist ein linearer Teilraum von V.

b) A ist genau dann injektiv, wenn ker(A) = {0}, d.h. der Kern nur aus dem Nullvektor besteht.

Aufgabe: Beweisen Sie diesen Satz.

Seien V und W beliebige Vektorrdume und A : V — W sei eine lineare Abbildung. Dann ist das Bild
A(V) ein Untervektorraum von W.

Aufgabe: Beweisen Sie diese Aussage.

Definition 7.23 Die Dimension des Bildes A(V) einer linearen Abbildung A :V — W heiffit der Rang
rng(A) von A.

Beispiele:

1. Der Rang einer Drehung des R? ist 2
2. Der Rang einer Projektion auf eine Gerade ist 1
3. Der Rang einer Projektion auf eine Ebene ist 2

4. Der Rang der Abbildung S, : RF = R (2% — (a*|z¥)) ist 1 falls a* # 0 und O sonst.
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Lineare Abbildungen und Basen

Uberblick: Wie die Drehungen sind alle linearen Abbildungen bereits vollkommen bestimmt durch die
Angabe der Bilder einer Basis. Hieraus ergibt sich die Dimensionsformel, die es erlaubt, die Dimension
des Bildes einer linearen Abbildung zu berechnen.

Satz 7.24 Seien V und W Vektorrdume, V sei endlichdimensional und B = {b1,... ,b,} sei eine Basis
von V.

a) Sei A : V — W eine lineare Abbildung. Dann ist A bereits durch die Angabe der Bildvektoren
A(r),. .., A(by) eindeutig festgelegt.

b) Seip:B — W eine ganz beliebige Abbildung. Dann gibt es genau eine lineare Abbildung A, : V —
W mit A<p(b]) = gO(bj) f’lﬂ'] = ].,. .- 5D

Beweis:

a) Esist x = ¥¢;b; mit eindeutig bestimmten &, ... ,&,. Wegen der Linearitét ist A(z) = X&;A(b;).
b) Definiere A, (z) = X&;p(b;). Zeige selbst, dal A, wohldefiniert und linear ist.

Speziell fiir endlich-dimensionale Vektorrdume erhalten wir die folgende Dimensionsbeziehung, die weit-
reichende Anwendungen hat (s.das Korollar).

Satz 7.25 Dimensionsformel
Seien V und W Vektorrdume, V sei endlich-dimensional. Sei A:V — W eine lineare Abbildung. Dann
gilt die Dimensionsformel

dim(V) = dim(ker(4)) + rng(A)
= dim(ker(4)) + dim(A(V))

Beweis: (Skizze)

Sei dim(V) = p, dim(ker(A)) = ¢ und dim(A(V)) = r. Wir wihlen uns eine Basis {b1,... ,b,} des
Kerns von A und ergénzen sie durch {b,41,...,b,} zu einer solchen von V. (Dafl das moglich ist, ist
anschaulich klar, aber nicht ganz einfach abstrakt zu beweisen). Wir zeigen

(I) A(bg+1),..-,A(bp) sind linear unabhingig
(IT) A(bg+1),.--,A(by) spannen das Bild A(V) auf.

Wiederholung:

e Drehungen, Spiegelungen, Projektionen

Lineare Abbildungen

Rechnen mit linearen Abbildungen

Kern und Bild einer linearen Abbildung

Lineare Abbildungen und Basen

Die Dimensionsformel
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7.2.2 Lineare Abbildungen und Matrizen

Uberblick: Eine lineare Abbildung liegt durch die Angabe der Bilder einer Basis fest. Ist auch der
Bildraum endlichdimensional, so kann man die lineare Abbildung durch eine Zahlentafel - eine Matrix -
kodieren. Die Rechenregeln fiir lineare Abbildungen spiegeln sich in den Rechenregeln fiir die Matrizen
wieder. Dies erfordert eine spezielle Definition der Multiplikation von Matrizen. Auch Basiswechsel werden
mit Matrizen kodiert.

Seien V und W endlichdimensionale Vektorraume. Wir zeichnen sowohl in V' als auch in W zwei Basen
aus. B = {b1,...,bp} sei eine Basisin V', C = {c1,...,¢q} sei eine Basis in W.
Alles was folgt hingt von diesen beiden Basen ab!

Als Beispiele fiihren Sie sich vor Augen:

Beispiele:
1 0 0
LV=R, by=1|01], b= 1], bs=1| 0], B={b,be, b3}
0 0 1

W =Vund C = B.
2. Vwieinl. W = Rz, Cc1 = ((1]), Cy = ((1)), C = {Cl, 02}

3. V=R, W = R3, Basis in V sei {((lJ)a ((1))}’

1 0 0
Basisin W = {| 0 |, 1], 0 |}
0 0 1

Sei A eine lineare Abbildung von V nach W. Nach Satz 7.24 kennen wir A : V — W, wenn wir die Bilder
A(b1),...,A(by) der Basis B von V kennen. Wir schreiben

A1) = a11¢1 + az1e2 + ...+ ag ey

@11, .. ,aq sind eindeutig bestimmt, weil C = {¢1 ... ,¢q} eine Basis in W ist.
Die Wahl der Indizes in dieser Form ist eine internationale stillschweigende Vereinbarung.
Entsprechend ist

A(bQ) = a12€1 + Q22C2 + a32C3 + ... + Qg2Cq

A(bp) = a1pC1 + ...+ AgpCq-

Wir fassen die Koeffizienten zu einer Zahlentafel - Matrix genannt - zusammen

a11, @12, @13, -, Qip
Aa =
aql, aq27 aq3; ) aqp

Die k-te Spalte enthilt gerade die Koordinaten des Bildes A(by) des k - ten Basisvektors von V beziiglich
der Basis C in W.

Definition 7.26 A4 heifit die Matrixdarstellung der linearen Abbildung A beziiglich der Basen
BCcVundCCW.
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Beispiele:

LV=wW=R, B=C={=(), )} ={e,e}
A sei eine Drehung um den Winkel . Dann ist

A(e1) = cospe; + sinpes, A(ex) = —sinpe; + cos pes,
also A4 = cosp Ty
sing cosep
1 0 0
2'V=W:R37 BZC:{ 0 ) 1 ) 0 }:{61762763}-
0 0 1

A sei die Drehung um ez um den Winkel ¢.
Dann ist A(e3) = e3, A(e1) = cospe; + sinpes

A(ez) = —singpe; + cospes.
cosp —singp 0
Alsoist A4 = sing cosgp O
0 0 1

3. Sei V = R® und b3 der Normalenvektor einer von zwei Vektoren b; und b, aufgespannten Ebene
durch den Nullpunkt. Hier wihlen wir nicht die kanonische Basis wie in 2 sondern die probleman-
gepaBte Basis {b1, b2, b3}. Sei £ = ab; + Bb2 + vbs mit v # 0 eine vorgegebene Richtung, die
nicht parallel zur Ebene verlduft. Die Projektionsformel lautet

(bs|z)
Plx) = 2 — l
(@) (bs10)
also P(bl) = bl, P(bz) = bz. Weil b3J_b1, b2 und (b3|b3) = 1 erhilt man P(b3) = b3 - (b31|€) ﬁ,
also P(bs) = ~2 by — 2 b, und damit
10 -¢
Ap =10 1 —é
00 O

Beachten Sie bitte, dal Ap so einfach aussieht, weil wir die Basis problemangepafSt gewdhlt haben.

Ist insbesondere die Projektion senkrecht auf die Ebene, also £ = b3, so ist
1 00
Ap = 010
0 00

4. In V = R? wihlen wir eine beliebige orthogonale Basis {b1, b2} mit [|b;|| = 1. b; ist physikalisch
der Grundzustand, by der angeregte Zustand eines quantenmechanischen Teilchens.
A~ ist die lineare Abbildung, die das Teilchen im Grundzustand vernichtet, das Teilchen im ange-
regten Zustand in den Grundzustand iberfiihrt, also

A(b) =0, A7(b2) = b1, Ay- = ( 8 (lJ )

A~ heifit (Einteilchen-) Vernichter
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Aufgabe: Finden Sie eine geeignete Basis und die Matrixdarstellung der Spiegelung an einer Ebene
durch den Nullpunkt (im Raum).

Sind A und B gegeben, so lassen sich leicht A44p und Axp aus A4, Ap berechnen.

a1, ..., Qip bll; ey blp
Satz 7.27 Sei Ay = und Ap =
Qg1, ---, Qgp bqla ey bqp
Dann st
ain +bi, ..., ap+biy
-AA—i-B = )
aq + bql, <eey Qgpt bqp

das heifst man addiert koordinatenweise.
)\an, ceey )\alp
Axa = : : )

Aagi, ..., Aagp

das heift, man multipliziert jeden Eintrag mit .

Wie driickt sich die Hintereinanderausfithrung zweier linearer Abbildungen durch die entsprechenden
Matrizen aus? Dazu berechnen wir zunéchst, wie sich die Koordinaten des Bildes eines beliebigen Vektors
z berechnen.

Seien V,W wie bisher endlichdimensionale Vektorriume mit Basen B = {b1,...,b,} C V und C =
{c1,...,¢4} CW.Sei A:V — W eine lineare Abbildung von V nach W mit der Matrix

aii, ..., Q1p
Ag =

Aql, ---, Qgp

Es ist also
A(b]) =aijc1+ ...+ agjCq-

Sei x = &by + ...+ &by. Dann ist

Alx) = & A(b)+...&Ab)
= 61 (a11c1 + a21¢2 + ...+ alcq) +...+ §p (alpcl +...+ aqpcp)
p q
= > 5O arjan)
=1 k=1
q

= > O ari&)en

k=1 j—1
= (1 (a11§1 + a12§2 + ...+ alpfp) 4+ ...+ cq(aqlfl + ...+ aqup).

Also ist die j-te Koordinate des Bildvektors A(z) = m1¢1 + ...+ nq¢q gerade

n; = aj1£1 + aj2.£2 + ...+ ajp.fp.
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Aufgabe: Berechnen Sie die Koordinaten eines Bildvektors A(z), wo A wie die einzelnen Beispiele oben
ist (Drehung in R?, in R®, Projektion auf eine Ebene und Spiegelung).

Wir fithren den j - ten Zeilenvektor der Matrix A4 ein: @; = (aj1,a;2,--- ,a;p). Dann 1a8t sich Ay
schreiben als
a
Ag =
dq
Wir fithren nun das Produkt eines Zeilenvektors b = (B1,-...,Bp) der Linge p mit einem gleich
&
langen Spaltenvektor z+ = ein:
&p

bat = Bi& + B2&a + - + By
Mit dieser Konvention erhalten wir fiir die Koordinaten des Bildvektors A(z) = A(Z;’:l & bj):

m = 6_7:1 .’L"L
2 = 62 .Z'i’
Ng = dg zt

Dies fassen wir zusammen zum Produkt der Matrix A4 (mit ¢ Zeilen und p Spalten) mit dem Spalten-
vektor z+ der Linge p ( = Anzahl der Spalten von Ay ).

61%4
Agzt = :
@zt
Das Ergebnis ist ein Spaltenvektor der Linge g ( 3D Zeilenzahl von Aa).

Damit haben wir den Satz:

Satz 7.28 Seien V, W, B und C wie oben und A : V. — W eine lineare Abbildung mit Matriz A4 beziiglich
der Basen B und C.
Sei x € V ein Vektor mit dem Koordinatenvektor

&
ot = : )
&p
dh.x =& by + -+ + & by. Dann besitzt das Bild A(x) (beziiglich der Basis C) den Koordinatenvektor
M
y¢ — = Azt
g

dh. A(z) = mer + - + ngeg mitn; = @zt
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Nachdem wir die Koordinaten des Bildvektors A(z) aus denen des Urbildvektors berechnen konnen, ist es
nicht mehr schwer, die Matrix der Hintereinanderausfiihrung zweier linearer Abbildungen zu berechnen.
Seien V,W und X endlichdimensionale Vektorriume mit Basen B = {b1,...,b,}, C = {c1,...,¢;}
und D = {di,...,d,}.

11, ,51p
Seien S : V - W und T : W — X zwei lineare Abbildungen mit Matrizen Ag =
Sq1,° 5 Sqp
tit, -+ ,tig
und Ay = : . Das heifit, sj- ist der Koordinatenvektor von S(b;) beziiglich C, t}, ist der
tTl, PN atT‘q

Koordinatenvektor von T'(ci) beziiglich D.
Nach dem Vorausgegangenen ist fiir
(T 0S)(bj) = T(Sb;) der Koordinatenvektor gerade Ar sj, also ergibt sich

Atos = (Ar St,... , Ar SY).

Setzen wir f, = (tim,-- - ,tgm) S0 erhalten wir
ﬂsi7ﬂ.s$7 e 7t15$
ATOS :
'E;«S%,'E;«S%, ot 7t7‘si

2otiisin, e, 2 tisip

DotriSit, e, 2 teiSip

Beispiel: Sei V=W =X =R}, B=C =D =
cosyp —singp
sin ¢ cos @

(%)} S die Drehung um den Winkel ¢, T

Ap = ( costy —sine ) und

{()>
) ’ sin vy cos

die um den Winkel ¢. Dann ist Ag = (

Ar As = cos Y cosp — sin) sin —cosYy cosyp — siny cosp
TAs = siny cosy + cos sin —sin siny + cosy cos g
_ ( coslp+y) —sin(p+ 1)
sin(p +1)  cos(p+¢)

und das ist tatséchlich die Matrix der Drehung um ¢ + ¢, also der Drehung T' o S.

Gleichgiiltig ob die Matrizen 4 und B von linearen Abbildungen herriihren oder nicht, konnen wir ihr
Produkt so erkliren, dal es im Fall der Herkunft von linearen Abbildungen gerade mit der Matrix der
ar1,-" " ,01p bi1,--- ,b1q

Hintereinanderausfithrung {ibereinstimmt. Seien A = : und B =

Qq1," " ,0qp trl:"'abrq
A ist also eine Matrix mit g Zeilenstand und p Spalten, B eine Matrix mit r Zeilen und ¢q Spalten, also
Zeilenzahl (A) = Spaltenzahl (B).
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Dann (und nur dann) bilden wir das Matrizenprodukt

biiair + bizasr + - + bigagr, - Sbuiaip + - +bigag
BA = :

briair +br2a22 + -+ + brgaqr, -+ Sbriaip + -+ brgagp

beat, --- ,bia}

brat, ,brab

Das Produkt ist dann eine r X p-Matrix kurz: Das Produkt B A einer r x q—Matriz B mit einer ¢ x p—Matriz
A ist eine r X p—Matriz. q hebt sich weg.

Aufgaben: Trainieren Sie das Rechnen mit Matrizen.

4
1. (1,2,3) | 5 |, also Produkt einer 1 x 3-Matrix mit einer 3 x 1-Matrix.

7

2. ( Cf)sw — Sy ) ( . ) , Produkt einer 2 x 2-Matrix mit einer 2 x 1-Matrix.
sing  cosy 3

3. ( cosp  —smy ) ( cosp - smy ), Produkt zweier 2 x 2-Matrizen.
sing  cosyp —siny cosy

7 10 13

4. 123 8 11 14 |, Produkt einer 2 x 3—Matrix mit einer 3 x 3—Matrix.
4 5 6
9 12 15
1 2 5 7 9
o
5. (3 4 1) (8 1O)gehtdas.
0
6. Berechnen Sie im R® die Matrix, die man erhilt, indem man erst den Raum um eé = 0 | um
1
1
den Winkel ¢ dreht und dann auf die {e},e}}-Ebene lings [ 2 | projiziert. Erhilt man dasselbe,
3

wenn man erst projiziert und dann dreht?
Fiir das Produkt haben wir folgende Rechenregeln

Satz 7.29 Seien B; zwei r x g-Matriz, Ay 2wei ¢ x p—Matrizen und X\, € R. Dann gilt

(Bi + Ba)A1 = BiAi + BaAs
Bi(A1 + A2) = BiA; + B Ay
()\Bl)Al = Bl ()\.Al) = )\(BlAl)

Wir merken noch die folgenden weiteren Regeln an:
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Satz 7.30 a) Sei C eine s X r—Matriz, B eine r x q—Matriz und A eine q x p—Matriz Dann ist
(CB)A = C(BA)

b) Seien B, A p x p—Matrizen (also quadratisch). Dann gilt im allgemeinen BA # AB falls p > 1.

Aufgabe: Beweisen Sie bitte die beiden Sitze.

Um die folgenden Sétze besser zu verstehen, kehren wir noch einmal zu linearen Abbildungen zuriick.
Dabei bedenken wir, dafl jede g x p—Matrix A eine lineare Abbildung A4 von RP in R? definiert durch
Aa(zY) = Azt, weil das Matrizenprodukt ja linear im 2. Argument ist.

Nach der Dimensionsformel dim(ker(A)) + dim(A(V)) = dim V folgt, daB} eine lineare Abbildung A von
V nach W genau dann bijektiv ist, wenn dim(V) = dim(W) = dim(A(V)) ist. Genau dann existiert die
inverse Abbildung A1, die offensichtlich wiederum linear ist. Wir formulieren:

Satz 7.31 Sei dim(V) = dim(W) = p, B = {b1,...,bp} sei eine Basis von V, C = {c1,...,cp} sei
eine solche von W. Sei A:V — W. Dann gilt:
A ist genau dann bijektiv, wenn es eine p X p—Matriz B gibt mit

100 0
010 - 0

AuB = BAs = | . .| =B,
000 1

wo E die p X p—FEinheitsmatrix
E, = (e} ... ,€5)

ist. ({et,... ,e5} die kanonische Basis in RP ).
B ist dann eindeutig bestimmt und heifit die zu A4 inverse Matrix AATI. Sie ist die zur inversen Abbildung
A~ gehirige Matriz, das heifit es gilt

Azl = .AA—l -

Beweis: Sei A bijektiv und B = Ay-1.

Wegen A 1(A(bj)) = bj ist As-1a = Ep, also BAsx = E,. Ebenso ist ¢, = A(A l¢y), also ist
Asa-1 = Ep und damit AsB = E,.

Mit der Matrix B = (Bik)i k=1..p erklirt man eine lineare Abbildung T' von W nach V durch T'(c;) =
> 01 Bewbr und erhilt Az = B und wegen Aqs Ar = ArAs = E, folgt (AT)(cx) = cx, also A
bijektiv.

Natiirlich nennt man allgemein eine px p-Matrix B die Inverse zur p x p-Matrix A, wenn BA = AB = E,
gilt. A muf nicht von einer bestimmten linearen Abbildung stammen.

Matrizen und Basiswechsel

Seien B = {b1,...,by} und B' = {bj,= ... ,b,} zwei Basen des Vektorraumes V. Sei € V. Dann
ist z = X§;b; = g, by, Wie berechnen sich die Koordinaten &, ... , &, beziiglich der neuen Basis aus
denen beziiglich der alten Basis?
815
Es ist b} = Y p_; 8;j bk, wir bilden also einfach die Matrix Sp = (st,... ,8%), wo sj = : der
Spj
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Koordinatenvektor von b; beziiglich B ist. Genau so setzen wir

t1g »
SB' = (tia ,ti)mlttt = ; WObk = Ztgk bzlst
tpk =1

Wir fithren nun zur Vereinfachung die folgende Abkiirzung, das Kronecker-Symbol ein:

s [ 1 k=t
=10 k#£¢

Damit erhalten wir fiir alle k =1,...,p
p p P
b, = thk b thk Z S¢j by = Z(Z ngtjk)bg
j=1 j=1 =1 j=1

Aus dieser Gleichung folgt fiir alle £ =1,...,p Z?:l sejtik = Ogr, denn die Koordinatendarstellung
von by, beziiglich der Basis B = {b1,...,bp} ist nun einmal

be =0-b1+0-ba+---+0-bp—1+1-bp+0-bp1+---+0-b.

Das bedeutet aber Sg Spr = E, und damit Spr = Sg'.
Des weiteren erhalten wir aus

= &by = &Y tigby =Y Ot &by = Y &b
J J k k J k
sofort

§¢' Spr &¥
& = Splet =5p¢t.

Anders ausgedriickt: Um die neuen Koordinaten von x aus den alten zu berechnen, multipliziert man
den alten Koordinatenvektor £+ mit der Matrix, die die Koordinaten der alten Basisvektoren beziiglich
der neuen Basis haben.

Wir nennen Sg daher Basiswechselmatrix.

Beispiel: Sei V =R?, B = {((1)), ((lj)}; B' = {% (})7 % (711)}
-1

Dann ist also Sg = 1 ( ! 1

V2

(
)

) , Sp = Sg' = % ( _11 1 ) Machen Sie bitte die Probe!

Dann hat z beziiglich neuen, um 45 Grad gedrehten Basis die Koordinaten

2)-
(1) = 25(2), dushein
T = %3(1) +%-1-(_11).

Aufgaben: Berechnen Sie die Matrizen der folgenden Basiswechsel im R®.

Se1:1:-b1+2b
Vo 1

1 0 0
Dabeiist B={| 0 |, 1 |, 0 |}.
0 0 1
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cos —sing 0 0
1. B = {| sinp |, cos ,| 0 |}. B' erhidlt man aus B durch Drehung um | 0
0 0 1 1

um den Winkel ¢.

2. by = by, by = b3, by = bo. Man erhilt die neue Basis aus der alten durch Anderung des Drehsinus
(Vertauschung zweier aufeinander folgender Vektoren).

Nun konnen wir leicht berechnen, wie sich die Matrizendarstellungen einer linearen Abbildung bei Basis-
wechsel verhalten:

Sei A : V — W eine lineare Abbildung, B, B’ seien Basen in V mit Sp' wie oben, C = {¢1.... ,¢;}, C' =
{c1,-..cy} seien Basen in W. S¢ und Scr seien entsprechend gebildet.

Beantworten Sie bitte die Frage: Was enthalten S bzw. S¢ als Spalten? Was enthalten S¢ und S¢r als
Spalten? Sei Aﬁ’c die Matrixdarstellung von A beziiglich der Basen B und C. Was sind die Spalten von
AR 2

Satz 7.32 Die Matrizdarstellung Aﬁl’cl von A beziiglich der neuen Basen berechnet sich aus Aﬁ’c durch

B'.C' _ q—1 4B.C

Beweis: Es ist

AW = AQ b)) =) sejAlbe)

%: ;]- > apcy ‘; %: St Y apt D thch
>0 :'Tp > apeses)c, ”
S

Beispiel: &/V ir nehmen [/ =R 5 B = {61,62} - C mlt 6] — (0)762 (])7 BI - { _(61 +62), (_61 +
\/§ \/§

62)} — Cl.

1

Dann ist Sp = 7 ( i _11 ) Sei A die Spiegelung an der Hauptdiagonalen, also an der Gera-

den G = {A(e} +e) : A € R}. Es gilt also A(z%) = 2t — (¢t] — e} + e})(—ef + €}). Das ergibt

B,C 01 . _ 1 1 1 . .
A(eit) = e$7 A(e%) = e%; also A" = ( 10 ) Es ist SBl = 7§ 11 /) Damit erhilt man
Bc _ (1 0
A7 =10 o1

Wir haben also eine neue Basis gefunden, in der A eine besonders einfache Gestalt hat, nimlich Diago-
nalgestalt.

Man nennt eine quadratische Matrix A (Zeilenzahl = Spaltenzahl) Diagonalmatrix wenn sie die Form
hat

A1 0 0
0 X 0 '

A= . . = (Alel,...)\pe;;).
o --- )\p



Wiederholung:

o Begriff der Matrix
o Lineare Abbildung und Matrix
e Addition und Multiplikation von Matrizen

e Matrizen und Basiswechsel

7.3 Determinanten und Lineare Gleichungssysteme

Uberblick: Die Determinante einer p x p-Matrix ist das Volumen des von den Spaltenvektoren auf-
gespannten orientierten Parallel-Epipeds (p-dimensionales orientiertes Parallelogramm). Wir zeigen den
Zusammenhang zwischen der Eigenschaft, daf die Determinante # 0 ist, der Invertierbarkeit der Matrix
und der eindeutigen Losbarkeit linearer Gleichungssysteme.

7.3.1 Determinanten

Wir haben oben das Spatprodukt (a*|b* x ¢*) kennengelernt. Es gibt den Rauminhalt eines dreidimensio-
nalen Parallelepipeds mit den Kanten a¥,b*,c* an. Genauer informiert es dariiber hinaus, ob {a*,b%, c*}
in dieser Reihenfolge ein Rechtssystem ist, also die Vektoren wie Daumen, Zeigefinger und Mittelfinger
der rechten Hand zeigen, in welchem Fall das Spatprodukt grofier als Null ist, oder ob {a*,b*, c*} ein
Linkssystem ist, also die Vektoren wie Daumen, Zeigefinger und Mittelfinger der linken Hand zeigen, in
welchem Fall das Spatprodukt negativ ist. Genau dann ist schlieflich das Spatprodukt 0, wenn at, b¥, c*
linear abhéngig sind, denn dann spannen sie gar kein Volumen auf sondern liegen in einer Ebene.

Man sagt, das Parallelepiped ist positiv orientiert, wenn die Kanten ein Rechtssystem bilden, negativ
orientiert, wenn sie ein Linkssystem bilden und entartet, wenn sie in einer Ebene liegen. Ganz analoge
Eigenschaften hat das nun eingefiihrte *-Produkt zweier Vektoren a*,b* in der Ebene:

at * b+ = ||at|| ||b*|| sin Z(a*, bY).
Fiihren wir rechtwinklige Koordinaten e%,eg ein, so erhalten wir fiir at = ale% + ageé und b+ =

ble% -+ bzeé
a¢ * b’l’ = a1b2 — agbl.

Dann gilt auch hier, dal a* x b* den orientierten Flicheninhalt des von a* und b* aufgespannten Par-
allelogramms angibt. Es ist positiv, wenn der Winkel von a* zu b* entgegengesetzt dem Uhrzeigersinn
durchlaufen wird, negativ, wenn er im Uhrzeigersinn durchlaufen wird und 0 genau dann, wenn a* und
b* auf einer Geraden liegen.

Beide Produkte haben die folgenden Eigenschaften:

1. Hilt man alle Argumente bis auf eines fest, so ist das Produkt linear in diesem variablen Argument.

2. Vertauscht man 2 nebeneinander stehende Argumente, so dreht sich das Vorzeichen um.
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3. Das Produkt aus normierten Vektoren einer positiv orientierten orthogonalen Basis ist gleich dem
Inhalt des Einheitsquadrats bzw. des Einheitswiirfels.

Dies verallgemeinern wir auf p Dimensionen.

Theorem 7.33 (Determinante)
Sei V.= RP. Es gibt genau eine Funktion det von VP = R? x R’ x ... x R? in R, Determinante

p mal
genannt, mit den folgenden Eigenschaften:

1. Es gilt
det(z* +y*,ab, ... ,ai) = det(zt,ad,. .. ,ai) + det(y*, a3, ... ,ai),
det(A\zt,al, . .. ay = Mdet(z*, a, ... ,ay.
Kurz: die Determinante ist linear im ersten Argument bei festgehaltenen Argumenten auf Platz 2
bis p.
2. det(al,ab ... ,aﬁl,aj,aj-’ﬁ,...ai) = —det(al,al,... ,aj,ajﬂ,... ,ay).
Kurz: Vertauscht man 2 benachbarte Argumente, so dreht sich das Vorzeichen um.
0 0
L 1 0
0 0 ; 4
3. Istef = : e = vy = t |, soist det(ey, ... e}) = 1.
i : 0
0 0 1

Den Beweis der Existenz und Eindeutigkeit dieser Funktion erhilt man einfach, indem man die Funktion
allein aufgrund der Eigenschaften 1) bis 3) auszurechnen versucht. Dies gelingt durch Induktion unter
Beachtung des Vorzeichens einer Permutation, also einer Bijektion m von {1,...,p} auf sich. Man
setzt das Vorzeichen (Signum) fest durch

Dabei ist

(m(3) = 7(2)) - - (w(p) — 7(2))
(r(4) = 7(3)) -~ (w(p) —7(p—1))
Das Vorzeichen einer Permutation ist entweder +1 oder —1.
Beispiele:
1. p=2
(1) =2, 7(2) =1, sg(r) = =2 = —1
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2.p=3
12 3 3-2)(1-2)(1-3
”1:(2 3 1>’39(7”):(|3—2)|(|1—2|)f1—3|):1'

12 3 1-2)3-2)(3-1
”2:(2 1 3)’39(”2)231—2?(|3—2|)f3—1|):‘1

Aufgaben:

1. Berechnen Sie bitte das Vorzeichen der restlichen Permutationen der Menge {1, 2, 3}.
2. Zeigen Sie fiir die Permutationen der Menge {1,2,3} sg(m) sg(m2) = sg(mima).

3. Schauen Sie in einem Lehrbuch der linearen Algebra, ob die Aussage von Aufgabe 2 auch fiir p statt
3 gilt. Versuchen Sie selbst einen Beweis durch Induktion nach p.

Wie oben schon ausgefiihrt, erhélt man den Beweis des obigen Theorems durch den Beweis der folgenden
Formel:

alj
Satz 7.34 Sei aj = : . Dann ist die Determinante
Apj
det(at ... ,ay) = Z 59(T)ar(1)1 Cr(2)2 =~ Cr(p)p

= Permut.

Den durch Induktion nach der Dimension p zu fithrenden Beweis lassen wir fort.

Aufgaben: Zeigen Sie bitte:

a a
1. det(( all ) , < 12 )) = 4110922 — Q21012 = a%*a% (SO)

21 asa
aiy a2 ai3

2. det(| a2 |, a2 |, a3 |) = ai1ax ass + a2 aszaszi + ai3 as; as:
asi a32 a33

— Q31 G232 @13 — A32G23 Q12 — A33 421 412

3. Fiir jede Permutation = der Menge {1,...p} ist det(ai(l) ...afr(p)) = sg(m)det(at,...,a}).
Tipp: Jede Permutation 7 kann man als Produkt von zwei Vertauschungen schreiben. Verwenden

Sie (ohne Beweis) sg(mym2) = sg(m1)sg(ms) (vergl. Aufgaben 2 und 3 oben) und Eigenschaft 2) der
Determinante.

4. Die Determinante ist linear im j-ten Argument, wenn man alle anderen festhiilt.
Tipp: Benutzen Sie Aufgabe 3 und Eigenschaft 1) der Determinante.

Wir erhalten aufgrund der Eigenschaften der Determinante

Lemma 7.35 Sind zwei der Vektoren af, .. .af, gleich, so ist det(af, ... ,ai) = 0.
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Beweis: Angenommen es ist at = a¥ = b*. Nach E2 ist

det(bi,bi,aé,...at = det(aé,af,a‘é...,ag)
= —det(a‘lt,aé,aé,...,ai)

= —det(b%,b*,af,... ,a}),

also det(b%,b%, a3, ... ,ab) = 0.
Ist nun allgemeiner af = at mit i < k, so vertauscht man die Spalten unter Beachtung der Vorzeichen
so lange, bis der ¢ Vektor auf Platz 1 und der k - te auf Platz 2 steht. Aus dem ersten Teil des Beweises

folgt die Behauptung.

Sei A = (af,... ,ay) eine p x p-Matrix. Dann setzen wir det(A) = det(a‘lL,...a;L)) und erhalten den
Multiplikationssatz:

Satz 7.36 (Multiplikationssatz)
Fiir zwei p x p—Matrizen A und B gilt

det(AB) = det(A)det(B)

Dieser Satz folgt aus Aufgabe 4 und der Definition der Matrizenmultiplikation. Aus ihm erhalten wir die
folgenden wichtigen Formeln.

Korollar 7.37 a) Eine p X p—Matriz A ist genau dann invertierbar, wenn det(A) # 0 gilt. Dann ist
det(A™!) = =
et(A)
b) Sei A eine lineare Abbildung des p—dimensionalen Vektorraumes V' mit Basis B in den Vektorraum
W gleicher Dimension mit Basis C. A ist genau dann bijektiv, wenn fiir die zugehorige Matrix A
det(Aa) # 0 gilt.

Beweis: a) A ist nach Definition und Satz 7.31 genau dann invertierbar, wenn es eine Matrix B mit
A B = E, gibt. Ist dies der Fall, so ist nach dem vorangehenden Satz det(.A) det(B) = det(E,) = 1. Ist
aber A nicht invertierbar, so ist die durch A auf R? gegebene lineare Abbildung 2+ — Az* nicht bijektiv.
Damit ist nach der Dimensionsformel rng(A) < p, also sind die Spalten af, . .ai von A linear abingig.

Dann ist also fiir ein j aj = D ks )\kat und damit nach Aufgabe 4 oben

det(af...,aj,...a}&)z E Apdet(at,..., aj yeoah)
k#j
j-te Stelle

Die rechts stehenden Determinanten haben alle at auf Platz k # j und auf Platz j, sind also gleich 0,
also ist det(af, ... ,aj, ...ay) = 0.

Hieraus erhalten wir das folgende wirkungsvolle Kriterium fiir lineare Abhingigkeit.

Satz 7.38 p Vektoren aJl’ e ,ai in RP sind genau dann linear abhingig, wenn die Determinante
det(af, ... ,a}) = 0
18t.
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Beweis: Sei A= (a‘lL, ... ,at) . Dann ist die durch A vermittelte lineare Abbildung z+ — Azt des RP

in sich nach der Dimensionsformel genau dann nicht bijektiv, wenn die Vektoren linear abhingig sind.
Die Aussage folgt nun aus dem vorangegangenen Korollar.

Wiederholung:

e Definition der Determinante und anschauliche Bedeutung
e Rechenregeln fiir Determinanten

e Determinante einer linearen Abbildung

Der Multiplikationssatz fiir Determinanten linearer Abbildungen

Determinantenkriterium fiir die Invertierbarkeit einer linearen Abbildung

7.3.2 Lineare Gleichungssysteme

Uberblick: Wir fiihren die Theorie linearer Gleichungssysteme auf diejenige linearer Abbildungen
zuriick. Fiir quadratische lineare Gleichungssysteme (Anzahl der Gleichungen = Anzahl der Unbekann-
ten) erhalten wir ein Kriterium fiir die eindeutige Losbarkeit mit Hilfe der Determinante der Koeffizi-
entenmatrix. Allgemein behandeln wir das Gauf-Seidel-Verfahren zur Losung beliebiger linearer Glei-
chungssysteme. Als Anwendung ergibt sich ein Verfahren zur Berechnung des Ranges einer beliebigen
rechteckigen Matrix.

Allgemeine Theorie

Die ersten Gleichungssysteme kennen wir aus der Schule. Sie sind von der Form

b

a1%1 + axxz = b

a;1r1 + a12x2

Dabei sind die a;; und by, bekannte Zahlen und die z; und x» sind gesucht. Jedes Zahlenpaar (z1, z2),
das beide Gleichungen gleichzeitig 16st, heifit Losung des Gleichungssystems.
Zu Beginn dieses Kapitels haben wir auch andere Gleichungssysteme kennengelernt. Zum Beispiel kann
eine Gerade G in der Ebene R? durch eine Gleichung der Form (a*|z+) = b beschrieben werden (s. Bsp 2
am Ende von Abschnitt 7.1.3). Hier haben wir eine Gleichung fiir zwei Unbekannte, denn die Gleichung
lautet ja

a1z1 + aswy = b.

Ebenen im Raum werden ebenfalls durch eine Gleichung (a*|z*) = b beschrieben. Hier jedoch sind
a*,zt € R®, die Gleichung lautet also

a1z1 + asxs + aszxs = b.

Die Punkte der Schnittmenge zweier solcher Ebenen (at|zt) = by, (al|z}) = by erfiillen also die beiden
Gleichungen
an®i + a12%2 + a13z3 = b

a2171 + az2T2 + a3 = by
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(hier sind aj = | aj» |).

Die allgemeine Form eines linearen Gleichungssystems (kurz: LGS) ist also

1121 + @i2Z2 + -+ a4z, = by

p1T1 + GpaXa + -+ apgTqy = bp.

Hier sind die a;; und by, bekannte Zahlen. Gesucht werden alle
Z1

q-Tupel z+ = : , die alle Gleichungenn gleichzeitig erfiillen.
Zq

Jedes solche z+ heifit Losung des Gleichungssystem.

Die beiden entscheidenden Fragen sind
Existiert eine Losung?
Ist die Losung eindeutig bestimmt, d.h. existiert genau eine Losung?

a1k
Wir setzen at = : , Qe = (ag1,--- ,ae)
apk
al bl
und A = (at,... ,ay) = , ferner bt =
ap by

Dann lautet das Gleichungssystem Az+ = b* (Matrixform)
oder ziaf + ...+ z,a} = b* (Spaltenform)

Aus der Spaltenform folgt sofort der folgende Satz.

Satz 7.39 (Existenz einer Losung eines LGS)
Das gegebene Gleichungssystem hat genau dann mindestens eine Ldsung, wenn der Rang von A gleich
dem Rang der erweiterten Matriz (A,bY) = (af,... ,a},b") ist.

Z1

Beweis: Ist : eine Losung, so ist b+ linear abhingig von af, . .. ,a}, der Rang erhsht sich also

Zq
nicht bei Hinzufiigung von b*. Erhoht sich umgekehrt der Rang nicht, so ist b* linear abhiingig von

at,..., ay.
Beispiele:

1. Betrachten Sie das Gleichungssystem.
or+4y =1
4z + 5y = 10
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Losen Sie es wie in der Schule und zeigen Sie
5 4 5 4 1
ma{ gy 5 D=9 4 5 10 )

2. Betrachten Sie das Gleichungssystem
2c —4y = 6
2z —4y = 0.
Es handelt sich um die Beschreibung zweier paralleler Geraden, die keinen Punkt gemeinsam haben,

nidmlich die Geraden beschrieben durch y = %x und y = %az — 3. Zeigen Sie rng(( ; :j )) #
2 -4 6
mgl o _4 o )
Die Matrixform des Gleichungssystems lé8t eine andere Interpretation zu:

R? 5zt — Azt € RP

ist eine lineare Abbildung A 4.
Ist b* = 0, so heifit das Gleichungssystem homogen, sonst inhomogen.
Aus der Interpretation der Matrixform als linearer Abbildung erhalten wir

Theorem 7.40 a) Die Menge Lo(A) der Losungen des homogen Systems Azt = O bildet einen
Untervektorraum der Dimension ¢ — rng(A) von R?.

b) Ist a:é eine willkiirlich gewdhlte Losung des inhomogenen Systems Ax* = b¥, so erhdlt man alle
Losungen dieses Systems durch Addition von Lisungen des homogenen Systems, kurz:

Ly (A) = {z¥: Azt = b} = {a§ +y*: Ayt = 04}

Lo(A) ist nichts anderes als der Kern ker(A ). Der Rest des Beweises ergibt sich sofort durch Matrizen-
rechnung. Damit haben wir die abstrakten Antworten auf unsere beiden Fragen nach der Lésung;:

Korollar 7.41 (Existenz und Eindeutigkeit der Losung eines LGS)

a) Die beiden folgenden Aussagen sind dquivalent:

i) Fiir jede rechte Seite b* € RP hat das Gleichungssystem Axz‘ = b* mindestens eine Losung
ii) Der Rang rng(A) von A ist gleich p.

b) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

i) Fiir jede rechte Seite b* € RP hat das Gleichungssystem hichstens eine Lisung
i) Die homogene Gleichung Ax* = 0% hat nur die Nulllésung.
iii) rng(A) = q.
¢) Die beiden folgenden Aussagen sind dquivalent:

i) Fiir jede rechte Seite b* € RP hat das Gleichungssystem Az‘ = b% genau eine Lisung.
i1) Es ist p = q und die Determinante det(A) # 0.
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Beweis:

a) i) gilt genau dann, wenn A 4 surjektiv, also
rng(A) = dim(A4(R?)) = dim(RP) = p
ist.
b) folgt unmittelbar aus der Aussage b) des vorausgegangenen Theorems.

c) i) gilt genau dann, wenn a) i) und b) i) gilt. Das ist genau dann der Fall, wenn rng(A) = p und
0 = dim(Lg(A)) = dim(ker(A_4)) ist. Nach der Dimensionsformel gilt dies genau dann, wenn ¢ = p
und rng(A) = p, also det(A) # 0 ist.

Gaufl-Seidel-Verfahren zur Lésung

Sei A = (a;;) eine p x ¢-Matrix und b* € RP beliebig. Um das Gleichungssystem Az+ = b* zu losen,
benutzen wir die folgenden Manipulationen, von denen die ersten drei die Losungsmenge L, | (A) nicht
dndern. Genauer bedeutet dies: jede dieser ersten drei Manipulation liefert ein neues Gleichungsystem
Azt = b mit Ly (A) = Ly, (A):

1. Vertauschung von Zeilen
2. Multiplikation einer Zeile mit einer Zahl # 0

3. Addition eines Vielfachen einer Zeile zu einer anderen

4. Vertauschung zweier Spalten. Das bedeutet die Umnummerierung ( Vertauschung) der entsprechen-
den Unbekannten, iiber die wir genau Buch fithren miissen, um aus den Losungen des verdnderten
Gleichungssystems die des urspriinglichen zu finden.

Beispiel:
o — I3 1
T1 —To+ 223 = 4
T1+x = =2
0 11 1
Hierist A= | 1 -1 2 |, also a:laf + ac2a‘2L + mgaé = 4
1 10 -2
Vertauschen wir nun die zweite mit der ersten Spalte, setzen also af = a3, a5 = af, so erhalten wir
1 01 zy
! .
A = -1 1 2 |. 2¥ = [ 2 | ist genau dann Losung des Systems A'z* = b*, wenn z+ =
110 x4y
)
zy | Losung des urspriinglichen Systems ist.
!
Z3

Nun fithren wir schrittweise nach Bedarf die einzelnen Manpulationen durch:
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Gauf3-Seidel-Verfahren:
1. Schritt:

a) Ist A = 0p, (die Matrix mit lauter Nullen), so ist Lo(.A) = R?, und fiir b* # 0 ist das System nicht
losbar, d.h. Lb¢(A) = ¢.

b) Sei A # 0, etwa a;; # 0. Dann vertauscht man zunéchst die i- Zeile mit der ersten Zeile und dann die
j- Spalte mit der ersten Spalte. Man erhiilt eine neue Matrix

A'mitay; = a;; #0.

In der Prazis sucht man das betragsmdafig grofSte a;;, auch wenn a11 # 0 war (Pivot-Element) und fihrt
die Vertauschung durch, damit o), betragsmiflig besonders grof} ist, wegen des folgenden Schrittes:
Nun setzt man fiir £ > 2
! !
al) = — gy —p — Ty,
ag1 Gkl

und erhalt ascll) = 0, insgesamt also

allla a(1112)7 T a(lll
03 Qggy "y @ -
AN = 2 qu und 5.
1 1
07 a1()2)7 T aéq)

Der Ubersichtlichkeit wegen schreibt man a/ b= a&), obwohl man ja hier nichts abgezogen hat.

2. Schritt:
L (1)

OPR) )  Qoq
Man betrachtet nun die Restmatrix B = 3 :
1 1
al), -, ab
a) Ist B = 0, so bricht das Verfahren ab. Das neue Gleichungssystem A" o+ = b st genau dann
losbar, wenn by = --- = b, = 0 ist. Dann ist xgl) = % ) wél), - ,:1:((11) € R beliebig.
Qi

b) Ist B # 0, so gibt es ein ag,lc) # 0, wo i,k > 2. Man vertauscht um erst die 2 - te und die i-te Zeile

von A (nicht von B) und dann die % - te und 2. Spalte von A und erhiilt eine neue Matrix A®) mit

aly # 0. Auch hier gilt: man sucht in der Praxis das betragsmiilig gréfite a(l), selbst wenn ay) schon
22 ik 22

ungleich 0 war.

! !

Nun setzt man d’g) = 5561)' — %2V fiir k > 2, ferner bgf) = bg) — G2 p(

" oy
und erhilt @ @ - -
ajp, Qa5 Qiz, -t Qg
0, a%), ag?: ) ag])
A(z) = 07 03 a:(é), T a§23)
0; 0; az()23)a T al(’?l)

sowie b+®,
bf 3. bis p. Schritt:

Sie laufen analog zum 2. Schritt und zwar maximal bis zum p- Schritt, falls vorher kein Abbruch war.
Bevor wir Schluffolgerungen ziehen, demonstrieren wir das Verfahren an drei Beispielen.
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Beispiele:
1.

201 + 22 = 1

X1 — T2 = 4

Matrix A = ( f _11 ) , bt = ( }1 ) a, = 2, man zieht das %—fache der 1. Zeile von der

zweiten ab: es ergibt sich:

2 1 1
(1) — s _
A (0 —%) b (7/2

Hieraus erhilt man zo = —7/3, 21 = %(1 + %) = %
2.
201 + xo —x3 = 1
1 —x2 + 23 = 4
2 1 -1 1
. - L
E51stA—(1 101 ) =y

Da a11 = 2 # 0, verfihrt man wie oben und erhilt

2 1 -1 1
1) = +O)
A < 0o -3 3 ) b ( 7/2 )

und damit
T g(z §aL’)——z-i-a:
2T T3l T Ty
1 7 5
z = 5(1+§ $3+$3):§
3.
201 + 29 —23 = 1
tigs—iwy = 2
I 2.’172 2.’1;'3 =

2 1 -1 1
A= 1 1), b¢=< )
(1 -1 -1 2

Nach dem ersten Schritt ist

2 1 -1 (1) 1
M) — W _
=50 0) *=(42)

Das Gleichungssystem ist nicht 16sbar. Hier wird a22 = a%) 0.

221 + X

X1 — T2

|
W N =

1 + 2o

141



2 1 1

A=[1 -1 |, =12
12 3
2 1 ) 1
a=2als0 AV =[ 0 —3/2 |, =] 32
0 3/2 5/2
2 1 1
AD = 0 -3/2 |, P = 32
0 0 4

Dieses Gleichungssystem ist also nicht l6sbar.

Wir kehren zum allgemeinen Fall zuriick. Wir enden je nachdem ob p < ¢ oder p > ¢ ist:
1. Fall: p <gq.

a) Das Verfahren bricht nicht vor p Schritten ab. Dann erhilt man A" g
(ry ) ) (r . (r)

™ — pH ) mig

ai1’s (1%2), a%:&): ) a%p); ) a%q)

0, Cl2r2’ a2§, o a2;= T a2z

A(T) = 0, 0, agg)’ SRR ag?) SN agq')
07 07 0; 0, ag]‘;), e, G,I()Z)

mit a;, k) # 0 fiir alle k. Dann kann man die Losungen sukzessive berechnen

xz(f) = (J,(T) b(r)— Z a mk
k=p+1
E;) y = (T) bT 1 Zap lkwk
ap 1,p-1

b) Das Verfahren bricht vorzeitig ab, weil die Restmatrix 0 ist. Dann gibt es ein ¢,0 < ¢ < p mit agfk) #0
fir k<t (t=0:A4ist 0-Matrix) und

(r) (r) () (r)

aiy, G199, ", G, "7ty Oy
0: agg)a T ag)a T a’gz)
A0 = 0 0, :
0, 0, ,oal), e, agy)
, , 0, 0
0, 0, ---, 0, -, 0

und das Gleichungssystem ist genau dann l6sbar, wenn b(r) = 0 fiir k > ¢+ 1. Dann kann man w,(:) fiir

k >t + 1 beliebig wahlen und dann nach z{”, mgr)l, “e arY) auflésen. 2. Fall: p > q.
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Hier bricht das Verfahren spitestens nach ¢ Schritten ab. Man erhilt
(r) . (r)

Ay, s G4

0
0 - a(r)
(r) _ ) ’ qq9
AT=1 90 ..., 0
0, -+, O

und die Losbarkeit ist leicht zu entscheiden.

Aufgaben: Losen Sie bitte die folgenden Gleichungssysteme:

1.
—z1+ 220 +23 = —2
3.’E1 — 8.(132 — 2.’1;'3 = 4
1 +4x3 = 2.
2.

521 — 2x2 + 3

T+ X2 — 23 =

Interpretieren Sie dieses Gleichungssystem geometrisch!

)\1’1 — T2 = 0
—z1+Azy = 0

Achtung: Fiir welche A gibt es aufler der 0-Losung weitere Losungen? Es handelt sich um ein
sogenanntes Eigenwertproblem, siehe unten.

4. Schreiben Sie ein Programm fiir das Verfahren fiir p = ¢ = 3.

Zeilen- und Spaltenrang einer Matrix

Sei A eine p x ¢-Matrix und 1 < r < min(p, q).
Suchen wir r Spalten aus, etwa
a‘i1, -+ ,a%; mit iy < iy < --- < i,, so erhalten wir eine p x r—Matrix. Wihlen wir in dieser noch einmal

r Zeilen aus etwa j; < ja < --- < j,, so erhalten wir eine r X r—Teilmatrix B von A

Ajyiys "y Qjaiy
B= :

Q5,515 """ A4,

Aufgaben:
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1. Sei A = . Bestimmen Sie alle 2 x 2-Teilmatrizen und berechnen Sie deren Determinante.

(=2
S =N

2. Wieviel 4 x 4-Teilmatrizen hat eine 6 x 8Matrix?

3. Wieviel r x r—Teilmatrizen besitzt eine p x ¢—Matrix?

aij
Sei A = (a;) eine p x g—Matrix mit den Spalten a¢j = : bzw. den Zeilen @y, = (ag1,- - ,akq)-
Gpj
Der Rang von A war definiert als die Maximalzahl linear unabhéngiger Spalten (”Spaltenrang”). Wir
schreiben fiir den Moment hierfiir rng;(A). Ebenso kann man natiirlich nach der Maximalzahl linear
unabhingiger Zeilen fragen. Diese Zahl heifit Zeilenrang rng,(A). Schlielich sei r4(A) das Maximum
aller Zahlen r mit der Eigenschaft: Es gibt eine r x r—Teilmatrix A, , mit det(A, ) # 0. Offensichtlich
ist 0 < rq(A) < min(p, q).

Beispiele:
0 0
1. A= 0 0 y T‘d(.A) =0
0 0
2. A=(5,2,0), rq(A) =1
5, 2
3. A= 7, 6 ,’I“d(.A) =2
0 1
5, 2, 0 wa
4. A= 0, 0, 0 |.Auch hier ist r4(A) = 2. Die 2 x 2-Teilmatrix ist ( 12 )
7, 6, 0 az1 a3z

)
Teilmatrizen miissen nicht aus aufeinander folgenden Zeilen und Spalten bestehen. Man kann ganz

beliebig herausschneiden!

Wie reagieren die Zahlen r4(A) und rngs(A) auf die beim Gauf3-Seidel-Verfahren angewendeten Schritte?

Lemma 7.42 Weder rngs(A) noch r4(A) noch rng,(A) dndern sich bei den folgenden Operationen:

1. Vertauschung zweier Zeilen
2. Multiplikation einer Zeile mit einer Zahl # 0
3. Addition der k-ten Zeile zur j-ten Zeile

4. Vertauschung zweier Spalten.

Der Beweis ist offensichtlich.
Damit kénnen wir nun zeigen

Satz 7.43 Fiir eine p x q—Matriz sind Spaltenrang und Zeilenrang gleich und gleich rq4(A), kurz:
rngs(A) = rng.(A) = r4(A)
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C11 *

Beweis: Wir kénnen A4 durch die Umformungen auf die Gestalt C' = 8 .
o
0 ---0 0

bringen ohne r4(A) und rngs(A) zu dndern. Es ist aber r4(C) = t und rngs(C) = t, also ist r4(A) =
rq(C) = rngs(C) = rngs(A). Der Zeilenrang von C ist aber nichts anderes als der Spaltenrang von

1 o Cp
CT=| c12 -+ c¢p |, dasist die Matrix, die man aus C erhilt, indem man die Indizes vertauscht:
Cig "+ Cpg
ci1 0, 0, 0 0
man erhilt CT = *

Daraus ergibt sich

g, (A) = g, (C) = rng,(CT) = rgy(CT) = r4(C) = rng,(A).

7.4 Spektraltheorie

Einfithrung

Wir hatten am Anfang dieses Kapitels gesehen, dafl eine Drehung im Raum immer um eine Achse senk-
recht zur Drehebene erfolgt. Ist D : R®> — R® diese Drehung, so gilt also fiir einen Vektor y* senkrecht
zur Drehebene stets Dyt = y*t.

Bei Projektionen P auf eine Ebene werden alle Vektoren der Projektionsebene festgelassen, es gilt also
Pzt = gt fiir alle 2+ aus der Ebene.

Betrachten wir schlielich eine Spiegelung S an einer Ebene E, so gilt fiir jeden Vektor z*LE stets
Szt = —zt. Fiir y* € E hingegen ist Syt = y*. Fiir das Rechnen mit einer solchen linearen Ab-
bildung ist natiirlich klar, dal man eine Basis aus solchen geeigneten Vektoren sucht. Eine Spiegelung
S an einer Ebene E zum Beispiel 18t sich dann so beschreiben: wihle wt,v* € E, ut Lot und setze
w¥ = ut x v*. Dann ist {ut,v*, wt} eine Basis B und fiir die Matrixdarstellung von S beziiglich dieser

1 0 0
Basisgilt As=1 0 1 0
0 0 -1
In der klassischen Mechanik werden verschiedene Groflien als “Tensoren” dargestellt, das sind 3 x 3—
11 0
Matrizen A = (a;x) mit a;; = ag;. Solche Matrizen heiflen symmetrisch. Zum Beispielist { 1 2 1
01 -3

symmetrisch.

Die Menge {z* : (z*|Az*) = 1} nennt man eine Quadrik. Zu jeder symmetrischen Matrix A gibt es nun
eine Basis {by, b3, b5} in R® mit (bf|b; x b§) = 1, b§ = bf x b schlieBlich by Lbg und [|b}|| = 1, sowie
Abj =\ bj A;j € R Ist dann 2t in der neuen Basis dargestellt als z+ = flb% + fzb% + §3b‘3L, so hat
die Gleichung (z*|Az') = 1 die besonders einfache Form

M &+ X8+ 28 =1

Die Vektoren b‘lL, b‘2L, b% nennt man auch Hauptachsen des Tensors bzw. der Quadrik. Fiir Ay = Ay =
A3 = 1 erhiilt man die Kugeloberfliiche, fiir \; > 0 fiir alle j ein Ellipsoid.
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Appletanleitung Geben Sie verschiedene Werte A1, A2, A3 ein (auch negative!) und schauen Sie sich
an, wie sich die Quadriken dndern in Abhéngigkeit von A1, A2, As.

* k% TO DO * %ok

Die allgemeine Fragestellung

Sei im folgenden A eine lineare Abbildung des Vektorraumes V' in sich.

Definition 7.44 FEine Zahl X € R heifit Eigenwert von A, wenn es ein x # 0 in V' gibt mit Az = Ax.
x heiffit dann ein zu A gehériger Eigenvektor. Die Menge o(A) aller Eigenwerte von A heifit Spektrum
von A.

Beispiele:

1. A= ( é _01 ) Azt == Az'. Eigenwerte sind 1 und -1 Eigenvektoren (}) und (9). (Es gibt

mehr Eigenvektoren, s.u.)

2. A= ( (1) (1] > Az‘ = Azt. Dies beschreibt die Spiegelung an der Hauptdiagonalen. Eigenwerte

sind +1 (vergl. Aufgabe 19), mogliche Eigenvektoren (}) (zu A =1) und () (zu A = —1)

3 A = [ cosp —sing
sinp  cosp
Winkel . Fiir welche ¢ gibt es Eigenwerte?

, Az‘ := Az*. Das beschreibt die Drehung in der Ebene um den

Mit I bezeichnen wir die identische Abbildung auf V', also I(v) = v. Damit ergibt sich leicht der folgende
Satz:

Satz 7.45 Sei A:V — V eine lineare Abbildung. Dann gilt

a) X ist genau dann ein Eigenvektor, wenn der Kern der linearen Abbildung \I — A nicht nur aus der 0
besteht, d.h. dimker(A\ — A) > 1 gilt.

b) ker(AI — A) \ {0} ist die Menge aller zum Eigenwert \ gehorenden FEigenvektoren.

Ist X ein Eigenwert, so nennt man ker(A — A) den zugehorigen Eigenraum.

Ist V endlich-dimensional, so konnen wir die Eigenwerte auf folgende Art bestimmen:

Wir fiihren eine Basis B = {by,--- ,b,} ein (p = dim(V')). Dann ist Ay = E, (die p x p-Einheitsmatrix)
und wir erhalten:

Satz 7.46 )\ ist genau dann Eigenwert von A, wenn det(AE,—A4) = 0 gilt. Die Funktion A — det(AE, —
Aa) ist ein Polynom von Grad p, das charakteristische Polynom von A. Es hingt nicht von der
gewdhlten Basis ab.

Beweis: (I) \ist genau dann Eigenwert, wenn es ein 2 # 0 mit Az = Az gibt. Fiir den Koordinatenvektor
ot beziiglich der Basis B bedeutet dies Aszt = Azt oder (AE, — A4)zt = 0%, d.h. z ist im Kern der
linearen Abbildung AI — A. Das bedeutet dim Lo(AE, —.A4) > 1 und das ist nach Korollar 7.37 b) genau
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dann der Fall, wenn det(AE, — A4) = 0 gilt.
(IT) Aufgrund der Entwicklungsformel fiir die Determinante folgt

O=det(/\Ep —.AA) = (/\—au)(/\—agz)"'()\—app)
+ > sg(m)ebr(rye(N)
id#£m

wo b;;(A) das (4, j)-Element der Matrix (AE, — A4) ist, also b;;(\) = { A __Z” z ;j

1,
und id die identische Abbildung auf {1,---,p} ist. !
Ist id # 7 eine Permutation der Menge {1,--- , p}, so kommt im Produkt ITb,),(A) ein Faktor der Form
(A — a;4;) hochstens p — 1 mal vor, also ist das Produkt ein Polynom vom Grade < p — 1. Rechnet man
2, (A — ay;) aus so erhilt man T2, (A —a;;) = AP — W13 ay &+ -+ + (—1)Pag; - - - app. Also ist das
Produkt ein Polynom vom Grad p (mit hdchstem Koeffizienten 1).
(IIT) Wechseln wir die Basis, so erhalten wir eine neue Matrix-Darstellung A’y von A, und es gilt A’y =
Sz' AaSp (s. Satz 7.32), also
AE, — A"y = S5'(AE, — A4)Sp und damit folgt aus dem Determinantensatz

det(\E, — AY) det
det
= det

= det

Sz")det(AE, — Aa) det(Sp)
Sz')det(Sg) det(AE, — Aa)
S3'Sp)det(AE, — A4)

AE, — Aa).

A~ A~~~

Leider gibt es Polynome mit reellen Koeffizienten, die in R keine Nullstelle haben. Hier ist ein Beispiel
fiir ein charakteristisches Polynom:

Beispiel: Sei D die Drehung um 7/2 in der Ebene. D hat keinen Eigenvektor, alle Vektoren werden

ja gedreht. Hier iiberzeugen wir uns auch rein formal davon: wir legen die kanonische Basis {(}), (7)}

zugrunde. Dann ist Ap = ( _01 (1) ) , AEy—Ap = ( i\ _)\1 ) und damit det(AE2 —Ap) = A2 +1.

Aufgaben: Berechnen Sie die charakteristischen Polynome der folgenden Matrizen (aufgefaflt als lineare
Abbildungen) und versuchen Sie, die Eigenwerte zu bestimmen!

> . Bestimmen Sie die Eigenwerte als Funktion von a und diskutieren Sie die Funk-

o O

. Bestimmen Sie hierzu auch die Eigenrdume. Wieviele sind es? Welche Dimension

. Zeigen Sie, daf} es 2 verschiedene oder eine doppelte reelle Nullstelle gibt.
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Die Losung in den komplexen Zahlen

In der ganzen bisherigen linearen Algebra haben wir (mit Ausnahme des Skalarprodukts) nie davon Ge-
brauch gemacht, dafl wir speziell R als Kérper gewihlt hatten. Siamtliche, wirklich simtliche Definitionen
kann man sinnvoll auch fiir beliebige Korper statt R formulieren, insbesondere fiir C. Simtliche Sitze
gelten dann auch fiir den entsprechenden Korper. Im folgenden benutzen wir den Korper C. Starten

0 1

wir mit einer reellen Matrix, etwa A4 = 1 0

), so kann man natiirlich auch die Multiplikation mit

komplexen Vektoren betrachten.

21
N 0 1\ [1+i)\ _ 1-i . L
Zum Beispiel ist ( 1 0 ) ( 1 ) = ( — (+9) ), denn jeder komplexe Vektor z¥ =
Zp
§R21 + 2%21
ist Summe aus reellen Vektoren: z+ = : : = R(2%) +iS(2¥) und damit ergibt sich

Rzp + Sz
Azt = AR(2Y) + iAS(2Y).

In C haben wir den Fundamentalsatz der Algebra zur Verfiigung.

Theorem 7.47 (Fundamentalsatz der Algebra)
Sei P(z) = 2" +a12" ' +--- +a,. Dann gibt es n komplexe Zahlen \y,--- ,\, (die nicht notwendig
verschieden sein miissen) mit

Piz) = (z=X1) (2 — An).

Korollar 7.48 Jede lineare Abbildung A : CP — CP hat p nicht notwendig verschiedene Eigenwerte.

Damit kénnen wir unser Problem in CP 16sen. Zun#chst ein Beispiel.

0 1
-1 0
Das charakteristische Polynom ist A% + 1. Seine Nullstellen, also Eigenwerte von A sind +4. Zu +i gehort
ein Eigenvektor (}) zu —1 gehért (') . Sie sind linear unabhéngig bilden also eine Basis.

Beispiel: Sei A = ( die Drehmatrix um /2.

Allgemein gilt:

Satz 7.49 Seien A1,--- , A\, verschiedene Figenwerte der linearen Abbildung A : V — V mit Eigenvekto-
ren z; (also Az; = \;jz;).
Dann sind sie linear unabhdngig.

Beweis: Fiir r = 1 ist nichts zu beweisen. Sei also r > 1. Seien 2z, - - - , 25 linear unabhingig und oBdA
sei dies eine maximal linear unabhéingige Menge.
Wire s < p, so wéire z, = > 7, 7;2j, also

S S
Apzp = Azp = Z’YjAZj = Z)\jfyjzj.
j=1

=1

Damit folgt 0 = Apz, — Apzp = 325_; 7i(Ap — Aj)2p- Nach Voraussetzung ist (A, — A;) # 0. Also muB
jedes v; = 0 sein wegen der linearen Unabhéngigkeit der z;. Damit ist 0 = z,, ein Widerspruch.
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A O

Hat man eine Basis C = {c1,--- ,¢,} aus Eigenvektoren, so erhalten wir A% = ( 0\
P

> also eine
Diagonalmatrix. Nun gilt aber fiir die alte Matrix Aﬁ’B beziiglich der Basis B
A5 = Szt ASP 8.

Matrizen der Form ( A0

0 A ) heiflen Diagonalmatrizen. Wir erhalten damit den Satz.
p

Satz 7.50 Sei A eine kompleze p x p—Matriz. CP besitze eine Basis aus Figenvektoren von A. Dann gibt
es eine Matriz S, und eine Diagonalmatrix D mit

A=SDS™!

Man nennt dann A diagonalisierbar.
Wir erhalten sofort das folgende hinreichende Diagonalisierbarkeitskriterium:
Korollar 7.51 Die p x p-Matriz A besitze p verschiedene Eigenwerte. Dann ist sie diagonalisierbar.

Beweis: Seien by,--- ,b, zu Ag,--- , A2, -+, A, gehorigen Eigenvektoren. Nach Satz 7.49 sind sie linear
unabhingig. Wegen dim(C?) = p bilden sie eine Basis. Die Behauptung folgt nun aus dem Satz 7.50

Symmetrische und normale Matrizen

Uberblick: Wir zeigen, daB eine bestimmte Klasse von Matrizen, die sog. normalen Matrizen, Ortho-
normalbasen aus Eigenvektoren besitzen.

Definition 7.52 Im folgenden sei K = R oder C. Fiir das Skalarprodukt auf CP verweisen wir auf Auf-
gabe 9

Wir wiederholen und erginzen: x¥,y* € KP heiffen orthogonal, in Zeichen: z* Ly%, wenn (z¥|y*) = 0
gilt.

Eine Menge M = {a*1,--- ,a*,} heifit Orthonormalsystem, wenn (a*;|a‘;) = &;; gilt, d.h. ||a;||*> =
1, (a%j|a*;) =0 firi # j. M heifit Orthonormalbasis, wenn M ein Orthonormalsystem und gleich-
zeitig eine Basis (also p=q ) ist.

Im folgenden betrachten wir kompleze p x p—Matrizen A = (a;), das heifit, die Eintréige sind aus C.
aii,- - ,01p
Fir A= setzen wir die transponierte Matrix A7, die wir durch Spiegelung an der

Gp1,** , App
Hauptdiagonale (links oben bis rechts unten) erhalten,

aii, a1, -~-°, Qpi
AT =
aip, Q2p, -, Oapp

Die Zeilenvektoren von AT sind also nichts anderes als die Spaltenvektoren von A.
Die adjungierte Matrix A* ist nichts anderes als

a1, G21, ', Qpi
A* = AT =

Qip, Q2p, -, Oapp
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Beispiele:

1. Ist A reell (also a;; € R wie friiher), so ist AT = A4*, also ( :1)’ i ) = ( i )

1
2

Definition 7.53 o) Eine p X p-Matriz A heifit selbstadjungiert, wenn A* = A ist.
b) Eine p x p-Matriz A heifft unitar, wenn sie invertierbar ist und A* = A~ gilt.

¢) FEine p X p—Matriz A heifit normal, wenn A*A = AA* gilt.

Beispiele:

1. A = ( 01 ) ist selbstadjungiert. Allgemeiner ist eine reelle Matrix A genau dann selbstadjun-

10
giert, wenn A = A7 gilt. Solche Matrizen heifilen symmetrisch.

2. Eine reelle Matrix A ist genau dann unitér, wenn ihre Spaltenvektoren ay,--- ,at, eine Ortho-

normalbasis bilden, d.h. wenn (a*;,| a*;) = &; gilt.
Beweis?

reelle unitire Matrizen heiflen orthogonal. Typische Beispiele sind 2- und 3-dimensionale Dreh-

matrizen.

3. Selbstadjungierte und unitire Matrizen sind normal. Hier ist eine normale Matrix, die weder selbst-

adjungiert noch unitér ist: A = 5 cosp —5sing _
5singp  5cosgp

Satz 7.54 (Kennzeichnung selbstadjungierter unitirer Matrizen)

Sei (z+ | y¥) = Z§:1 T;y; das kompleze Skalarprodukt (Aufgabe9, U-Blatt 8) und A eine p x p—Matriz.

Dann gilt:

W) (Azt |yY) = (z* | A% fir alle 2y
b) A ist genau dann selbstadjungiert, wenn (Az* | y¥) = (z¥ | Ay") fir alle o+, y* gilt.

c¢) A ist genau dann unitir, wenn (Azt | Ayt) = (z* | y*) gilt.

Beweis: Sei A = (aik)ik=1,. p Dann ist a;, = (e; | Aey) fiir alle ¢, k. Die Behauptung folgt nun aus

den Eigenschaften des Skalarprodukts.

Wir setzen fir M C CP einfach M+ = {y* | (y* | z¥) = 0 fiir alle z+ € M}. Wir benétigen folgendes

einfache Lemma:
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Lemma 7.55 Sei A eine p X p—Matriz und V = CP. Dann gilt:

a) Azt =0t=> AT catt

b) Ist A normal, so ist ker(A) = ker(A*).

Beweis: zt € ker(4) &

0=|Az'? = (Az¥|Azt) = (zt|A*AzY) = (2t| AA*2))
A normal
= (A*zb| A*zb) = ||A* 2|2
Hieraus folgt die Behauptung.

Damit kénnen wir den folgenden fundamentalen Satz beweisen:
Theorem 7.56 Jede normale Matriz A besitzt eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren.

Beweis: (Skizze) Man beweist dies durch Induktion nach der Dimenssion p.

OHp=1. V=C A=(a) Az =az. Setze e = 1. Das ist die Orthonormalbasis fiir V.

(IT) Sei der Satz richtig fiir dimV = p. Sei A eine (p + 1) x (p + 1)-Matrix. Da das charakteristische
Polynom det(AE,; — A) nach dem Fundamentalsatz der Algebra mindestens eine Nullstelle A; hat, gibt
es einen Vektor b*; der Norm 1 mit Ab%; = A\b*;. Da mit A auch A—\E, normal ist, gilt nach Lemma 7.55

b) A*b*; = Ab*;. Daraus folgt nach Teil a) desselben Lemmas fiir (b%;)+ = W : (A—ME)YW)CW.
Wegen dim W = p folgt nach Induktionsvoraussetzung: es gibt eine Orthonormalbasis {b*2,--- ,b*,} von
W aus Eigenvektoren von (A— M Ep) |w, also von A | . Damit ist {b1,- -, bp+1} eine Orthonormalbasis

aus Eigenvektoren von A.

Korollar 7.57 Jede reelle symmetrische p X p—Matriz A hat nur reelle Eigenwerte und besitzt eine Or-
thonormalbasis {b*1,--- ,b%,} aus Eigenvektoren in RP.

Beweis: Sei A eine symmetrische reelle p x p—Matrix. Aufgefaflt als Matrix {iber C? ist A dann genau
selbstadjungiert. Ist Az* = Az+ mit 2+ # 0, so gilt

MlzH]? = Matzb) = (2¥Azb) = (a}]Az?)
= (Aatat) = @AzY) = @had) = Xa*ll™
A s.a.

Division durch ||z*]|? liefert A € R. Ist nun 2+ = u* + vt mit ut, v+ € RP, so ist
Azt = Aub +iAvy = dzb = dub + it

also ist u* reeller Eigenvektor von A zu A. Nun verliuft der Beweis analog zu dem des Theorems, jetzt
aber in RP.

Anwendungen:

1. Sei A eine reelle symmetrische p x p-Matrix. Dann ist (z+ | Az%) > 0 fiir alle 0% # 2+ € RP genau
dann, wenn alle Eigenwerte von A gréfler als 0 sind. Solche Matrizen heiflen positiv definit.
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2. Sei ¢ : R x R? — R in beiden Argumenten linear; ferner gelte p(zt,y%) = ¢(y*,z'). Solche
Abbildungen nennt man symmetrische Bilinearformen. ¢ heifit positiv definit, wenn 0 <
o(z¥, ') fiir alle z+ # 0 gilt.

ait, -+ ,a1p
Sei {e*1,---, et} die kanonische Basis und a;; = ¢(e;, ex), ferner A, = : . Dann

Gp1,--" > App
ist A reell, symmetrisch und es gilt

p(at,yt) = (z¥ | Ayh).

Damit ist ¢ genau dann positiv definit, wenn A dies ist.
Eine Orthonormalbasis B = {bt1,--- ,b%,} aus Eigenvektoren von A erlaubt dann einen Basiswech-
L1

sel, die sog. Hauptachsentransformation von . Ist ot = : der Koordinatenvektor von

~

z' in der neuen Basis, so gilt

ozt zt) = N2+ + )\pa:;}’.
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Kapitel 8

Differentialrechnung mehrerer
Veridnderlicher

Uberblick: Wir iibertragen zunichst die Begriffe “Konvergenz von Folgen”, “Grenzwert” und “Stetig-
keit” auf die mehrdimensionale Situation und fithren dann den Begriff der partiellen und totalen Differen-
zierbarkeit ein. Wir geben Anwendungen auf skalare Funktionen, auf Kurven und auf krummlinige (d.h.
nichtlineare) Koordinatentransformationen an.

8.1 Konvergenz, Grenzwert und Stetigkeit in R

Uberblick: Wie im eindimensionalen Fall studieren wir zunichst die Konvergenz von Folgen, bestimmte
Klassen von Mengen und Grenzwerte von Funktionswerten. Die Stetigkeit ist ein Spezialfall der Grenz-
werttheorie. Wir untersuchen die wichtigsten Eigenschaften stetiger Funktionen mehrerer Variablen.

8.1.1 Topologie im R?

Uberblick: Wir fiihren verschiedene Entfernungsmessungen in R? bzw. im Raum linearer Abbildungen
L(RP R?) von R? nach R? ein. Jede hat ihren spezifischen Sinn, aber Konvergenz, G renzwert und
Stetigkeit sind Begriffe, die fiir alle Entfernungen das Gleiche bedeuten.

Normen und Entfernung

Wir hatten in Abschnitt 7.1.3 bereits die euklidische Norm in R eingefiihrt.
Z1

Seiz=| ! ol = (2% + 3 + - - + 22)1/2

Zp
Fiir sie gilt
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|z]] = 0&z=0 Definitheit (8.1)

Az = |\l Absolut-Homogenitt (8.2)
lz+yll < |zl +llyll Dreiecksungleichung (8.3)
[zl =1yl < llz =yl <zl + ||yl Verallgemeinerte Dreiecksungleichung (8.4)

Der Abstand zwischen 2 Vektoren z und y wird einfach durch die Linge der Differenz, also durch
||z — y|| erkldrt. Fiir den Abstand nimmt die Dreiecksungleichung die folgende Form an:

llz =yl < llz =zl + [lz =yl

Man kann sie daher auch Umweg-Ungleichung nennen.
Wichtig ist die folgende Abschiitzung durch die Koordinaten

Satz 8.1 a) Auch die folgenden Funktionen erfillen die Beziehungen (8.1) bis (8.4):

(i) ||#lloo := max(|z1],--- , |zp|)
(i) [l == 21| + - -+ |2p]

Sie heiffen Unendlich-Norm bzw. 1-Norm
b) Es gilt

lzlloo < llzll < vBllzlloo < vBllell < pllzll < p*2 (2]l (8.5)

das heifst, man kann jeweils eine Norm durch die andere abschdtzen.

Aufgabe: Zeigen Sie, daf die unter a) definierten Funktionen die genannten Beziehungen erfiillen.

Beweis: b) Esist |z;| < /> p_; 27 = ||z|], also auch ||z||cc = max(|z1],---,|zp|) < ||z
Ferner ist Y p_, |zk|> < p-max;(|zx]?) = pl|z]|%-
SchlieBlich ist [|z|lc = max(|z1],---,|zp]) < 0oy |zk] = ||zl
1 |.’L‘1| 1
und [Jefls = 35 l=el = (| ¢ | | o< s [l = VBl
1 |£L'k| 1

Fiir Matrizen A definieren wir

ail,--- 7a1p
Definition 8.2 ||A|| = || : I = (Cjk | ajx [2)Y/? heift Matrixnorm oder auch
Qq1," " 5 Qgp
Hilbert-Schmidt-Norm
ah
Bemerkung: Identifiziert man A = (a;) mit dem pg—Vektor : =: x4, s0ist ||A|| = [|za]], d.h.
1
a’p

auch fiir die Matrixnorm gelten die Abschitzungen aus Satz 8.1. Die Matrixnorm verhilt sich gut bei
Multiplikation.
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Satz 8.3  a) Die Abbildung A — ||A|| erfiillt die Beziehungen (8.1) bis (8.4).
b) Ist A eine g X p-Matriz, L eine r X ¢—Matriz, so ist
|CA|l < |LI Al Submultiplikativitit der Norm.

Beweis:
a) folgt aus [|Al| = [|z.all-
aj1
b) Fiir eine Matrix A ist [|A[* = Y5_, [la%ell* = X4, lla] |17, wo @] = : die transponierte
Ajp

Matrix der 1 x p-Matrix a; ist.
Damit ist wegen LA = (3] I_)’iaik) ;

1 und [ Bt 2= BT at)? < IIBTIPllat )
k = 1:" P

IA

T p
ICAIP =" | bia*y |? QI I Natsll?)
ik i=1 k=1

LI LA

Spezielle Klassen von Mengen

Im Folgenden identifizieren wir L(RP,R?) mit RP?, so daf} alle Begriffe auch automatisch fiir L(RP,R?)
eingefiihrt sind.

Definition 8.4 Sei A C R? eine Menge.

a) A heifit offen, wenn zu jedem x € A einr(z) > 0 existiert, so daff B(z,r(z)) = {y: |ly—=z| < r(z)}
ganz in A liegt. B(x,r(x)) selbst heifit Kugel mit Mittelpunkt © und Radius 7(x).

b) A heifst abgeschlossen, wenn RP \ A offen ist.
c) A heifst beschrinkt, wenn es ein M mit A C B(0, M) gibt.

d) A heifft kompakt, wenn A abgeschlossen und beschrinkt ist.

Fiir p =1 ist B(z,r(z)) =]z — r(z),z + r(z)[.
Fiir p = 2 ist B(z,r(z)) eine Kreisscheibe um z mit Radius r(z).
Allgemein ist B(z,7(z)) offen. Denn ist y € B(z,7(x)), also |ly — || < r(z),

—|ly = z||) in B(z,r(x)). Machen Sie sich eine Skizze.

~—

so liegt B(y,r(x
=r(y)

Aufgaben: Zeigen Sie bitte

1. Ist U eine Menge von offenen Mengen, so ist Uycy U offen.

2. Ist U,V offen, so ist U NV offen.
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3. Ist A eine Menge abgeschlossener Mengen, so ist Nac4A abgeschlossen.
4. Sind A, B abgeschlossen, so ist A U B abgeschlossen.

5. ¢ ist offen und abgeschlossen.

Der wichtigste Begriff neben dem der Kompaktheit ist der des Gebietes. Fast alle physikalischen Probleme
sind auf Gebieten formuliert.

Definition 8.5 FEine Menge A heifit offen zerlegbar, wenn es zwei offene Mengen U undV mit UNV =
0 und ANU #£0# ANV und A CUUV gibt. G C R? heiffit Gebiet, wenn G offen, # 0 und nicht offen
zerlegbar ist.

Beispiele:

1. p = 1: Die offenen Intervalle sind die einzigen Gebiete in R. Gebiet ist also die Verallgemeinerung
offener Intervalle.

2. p=2: Ein Kreisring G = {z : 71 < ||z|| < 72} ist ein Gebiet.

3. Allgemein ist B(x,r) ein Gebiet.

8.1.2 Folgen in R?

Im Grunde definieren wir alles wie in R, ersetzen den Absolutbetrag einfach durch die Norm.

Definition 8.6 a) eine Abbildung a : N — RP, n — a,, heifit Folge (in R?)

b) Die Folge a = (a,), konvergiert gegen b, in Zeichen: b = lim,,_, a,, wenn es zu jedem € > 0
ein n(e) mit ||b— ay,|| < € fiir alle n > n(e) gibt.

¢) Die Folge a = (an)n heifit Cauchy-Folge, wenn es zu jedem & > 0 ein n(e) gibt mit ||ay, —an|| < €
fiir alle m,n > n(e).

d) a = (ap)n heiffit beschriankt, wenn es ein M > 0 mit ||a,|| < M fir alle n gibt.
Wir erhalten sofort:

Lemma 8.7 Genau dann konvergiert die Folge (a,), gegen b wenn die Folge (||b— ay||)n der Entfernun-
gen eine Nullfolge in R ist.

Aufgabe: Beweisen Sie bitte das Lemmal

Wir erhalten den folgenden bequemen Satz, den Sie aus dem Anschauen der Bilder schon gewonnen
haben:
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a1,n

Satz 8.8 Seia = (a,), eine Folge in RP. Sei a,, = : und (aj,n)n die j. Koordinatenfolge. Dann
ap,n
gilt:
b1
a = (an)n konvergiert genau dann gegen b = : |, wenn jede Koordinatenfolge (ajn)n in R gegen b;
by
konvergiert.

Beweis: Nach Formel (8.5) gilt

b = g < b= anll < ypmax((b; - ajn |)

Sind alle (|bjz — @j,m |)n Nullfolgen, so auch die rechte Seite, also auch (||b — ay||), und das impliziert
wiederum, daB alle (| b; — a;,m |)m Nullfolgen sind.

Korollar 8.9 Jede Cauchyfolge konvergiert.

Beweis: Nach Formel (8.5) ist (a, ), genau dann Cauchyfolge, wenn jede Koordinatenfolge Cauchyfolge
in R ist. In R konvergiert aber jede Cauchyfolge.

Definition 8.10 b heifit Hiufungspunkt der Folge (ay,)n, wenn es eine gegen b konvergente Teilfolge gibt.

Theorem 8.11 (Bolzano-Weierstrafl) Jede beschrinkte Folge hat einen Hiufungspunkt.

Beweis: Der Ubersichtlichkeit fiihren wir den Beweis fiir p = 2: Sei (a,,), beschréinkt. Nach Formel (8.5)
ist dann jede Koordinatenfolge beschréinkt in R. Da dort der Satz gilt, hat (a1,,), eine konvergente Teil-
folge (@1,4(n))n- Dann ist (as,,(n)) als Teilfolge von (as,,) beschrénkt, hat also eine konvergente Teilfolge
von (a2,y(p(n)))- Da (a1,y(p(n))) Teilfolge von (ay,,(n)) ist, ist sie konvergent, d.h. beide Koordinatenfolgen
der Teilfolge (ay(y(n)))n konvergieren. Also konvergiert die Teilfolge.

Weil alle Rechenoperationen koordinatenweise erfolgen, erhalten wir leicht die folgenden Rechenregeln:

Satz 8.12 Bei den folgenden Gleichungen mdgen die links stehenden Grenzwerte existieren (d.h. die
Folgen konvergieren). Dann gelten die Gleichungen

a) lima, + limb,, = lim(a, + by,)
b) lim A, -lima, = lim(\, a,)
¢) (limay, | limb,) = lim(a, | by)
d) ||limay,|| = lim ||a,||
Korollar 8.13 Sei (A,), eine Folge von q X p—Matrizen, (L), eine Folge von r X q—Matrizen. Dann

gilt
lim £, -limA, = lim L, A,.
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Als Anwendung zeigen wir, wie man Potenzreihen von Matrizen definieren kann.

Satz 8.14 Sei A eine p X p—Matriz.
a) Sei [|[A|| = g < 1. Dann konvergiert die Reihe Yo, A* gegen (E, — A)~1

k
b) Die Reihe E;‘;O %— konvergiert fiir jede p x p—Matriz A. Der Grenzwert heiffit Exponentialfunktion
exp(A).

Bemerkung: b) ist zentral fiir die Theorie dynamischer Systeme.

Beweis: Wegen der Submultiplikativitit der Matrixnorm ist ||.A%|| < [|A|?, also (Induktion) ||.A7|| <
A"
a) Sei S, = > _p_, A*. Dann ist nach der Dreiecksungleichung

n+r n+p
[Snsr = Sull < D A< D IIAlF
k=n+1 k=n+1
n—+r +1
= Y d<i
k=n-+1

Wegen 0 < ¢ < 1 konvergiert die rechte Seite fiir n — oo gegen 0, also ist (S,), eine Cauchyfolge und
damit konvergent. Sei S =1im S,,. Nach den Rechenregeln ist wegen

(By — A)S, = E,— A" =8,(E, - A)
(E, — A)S = E,-limA"! = S(E, - A).

Nun ist || A" ]| < ¢"*1, also lim A" = 0 und a) folgt.
k
b) Man setzt S, = p_, % und erhélt

00 Allk n Al
1Smer=Sull < Y R ey - 3o 14
| 2

k=n+1

Daraus folgt, da§ (S,,), eine Cauchyfolge ist.
Aufgaben: Zeigen Sie bitte:

L [lexp(A)[| < exp([|-All)
Tipp: ||Snll < exp(||All), warum?

2. Sei A invertierbar. Dann ist

|LA 1” _|LA”
Tipp: E, = AA~!, Submultiplikativitit der Norm

3. Sei A invertierbar und [|£ — A|| < Dann ist £ invertierbar und

_1
A=
A < A~ IIA Ll

Tl AT A-DON

Tipp: L=A—(A-L) = A(E, — A~ (A— L)) und ||A~ (A - L)|| < 1, warum? Verwende nun den
Teil a) des vorausgegangenen Satzes. Fiir den Rest benutze

oA = (B, — AN A= L) = E,) A7

[T
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8.1.3 Grenzwerte von Funktionswerten, Stetigkeit
Typen von Funktionen

skalare Funktionen:

Funktionen mit Werten in R heiflen skalare Funktionen. Typische Beispiele sind die Temperatur als
Funktion des Ortes, die potentielle Energie eines Teilchens im Raum, oder die Populationsdichte einer
Spezies als Funktion des Ortes.

Anleitung zum Applet ”Parameterflichen im Raum” Schauen Sie sich eine skalare Funktion auf
R? an. Thre Graphen sind meist wunderschone Flichen.

Kurven im RP :
Eine Funktion ¢ eines Intervalls J in den RP erscheint als Kurve.

cost

) ) In R?® hat man Schrauben-
sint

Appletanleitung Typische Kurven in R? sind Kreise ¢(t) = R (

linien, usw.

X % TO DO * Kok

Flichen in RP:
Man erhélt sie durch Parameterdarstellungen, also Funktionen ¢ eines Gebietes G C R2 — RP  (p > 3).

COS U COS ¥
Appletanleitung ¢(u,v) = (u,v,u? — v?) liefert eine Sattelfliche, ¢ (u,v) = sinucosv | liefert
sin v
die Einheitssphére.
* k% TO DO * Kok

Vektorfelder:
Funktionen des p—dimensionalen Raumes in sich kénnen wir als Vektorfelder deuten.

Appletanleitung Wir veranschaulichen ¢ : D C R? — R?, indem wir an jeden Punkt 2 von D den
Vektor ¢(z) anbringen. Die Vorstellung ist die eines Kraftfeldes.
Hier drei Beispiele:

a) p = 2, f(z,y) = ( Eitiﬁg ) Auf der Hauptdiagonalen zeigt der Vektor f(z,z) gerade in

positiver Richtung der xz—Achse, auf der Nebendiagonale in Richtung der negativen y—Achse.

b) p = 2. In Orts- und Impulskoordinaten unterliegt das physikalische Pendel dem Kraftfeld f(z,y) =

(s )

c) p = 3. Das elektrische Feld einer geladenen Einheitssphire wird durch v(z,y,2) = —1

3 zt
max(1, [|z*|
beschrieben.

* k% TO DO * Kk

Koordinatentransformationen:
Eine Funktion f : D C RP — RP kann man auch als Koordinatentransformation auffassen. Hier drei
Beispiele:
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a) f(z) = Az, wo det A # 0. Dies haben wir als Basiswechsel interpretiert.

[ rcosy
b) f(T’,(P) - ( rsincp
Genauer: hat man einen Punkt P mit rechtwinkligen Koordinaten z = (7) und setzt man r = ||z|
und ist z # 0, so gibt es genau einen Winkel ¢ zwischen —7 und 7 (—7 < ¢ < 7) mit £ = rcosy
und y = rsiny. r und ¢ sind die Polarkoordinaten von P.

). Dies sind Polarkoordinaten.

c¢) Die Kugelkoordinaten in R® ergeben sich als
x = r cos(yp) cos(?)
y = rsin(p) cos(d)
z = rsin(¥)
mit -7 < p <7 und —7w/2 <Y < 7w/2.
r ist der Radius (Abstand vom Ursprung).
o die geographische Lange, 9 die geographische Breite.

Grenzwerte

Definition 8.15 Sei) # D C R?. ¢ € R? heifit Adhdrenzpunkt von D, wenn es eine Folge (d,) C D
mit ¢ =limd, gibt.

Aufgaben: Zeigen Sie bitte:

1. c¢ist genau dann Adhéirenzpunkt von D, wenn fiir jedes € > 0 stets B(c,e) N D # 0 gilt.
A C RP ist genau dann abgeschlossen, wenn A alle seine Adhéirenzpunkte enthilt.

Sei D C R? und D = {z € R? : z ist Adhérenzpunkt von D}. D ist abgeschlossen.

B(z,r) ={y: lly —zll <7}

Sei D C RP. Ist A abgeschlossen und D C A, soist auch D C A. D ist also die kleinste abgeschlossene
Menge, die D enthilt und heifit abgeschlossene Hiille von D

ok N

Ganz analog zum eindimensionalen Fall erkldren wir den Grenzwert von Funktionswerten:

Definition 8.16 Sei ¢ ein Adhdirenzpunkt von D C R? und F : D — R? eine Abbildung. F(x) konver-
giert gegen v fiir z gegen ¢, in Zeichen:

lim F(z) = v

T—C

wenn fir jede gegen ¢ konvergente Folge (d,) aus D die Bildfolge (F(d,))n gegen v konvergiert. v heifit
dann Grenzwert von F(z) fiir x gegen c.

Wie im eindimensionalen Fall ergibt sich:

Satz 8.17 Seic ein Adhdrenzpunkt von D C RP und F' : D — R? eine Abbildung. Die folgenden Aussagen
sind dquivalent:

a) lim,_,. F(z) =v.
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b) Zu jedem € > 0 gibt es ein § > 0, so daf fiir alle z € D mit ||z — c|| < § stets |F(z) —v|| < ¢ ist.
¢) Zu jedem € > O gibt es ein 6 > 0 mit F (B(c,d) N D) C B(v,¢).

Der Beweis verlduft analog zu Theorem 3.6.

Beispiele:

1. Seip=1,g=2,D =Rund F(t) = ( Z?jg; )

Dann gilt lim;_,. F(t) = ( Z?jgg ) ’

2. Seien p,q und F wie oben, ¢ € R und D = R\ {c¢} ferner G(t) = M Dann gilt
limg_ G(t) = ( —sin(c) )

cos(c)

3. Sei Do = R?\ {0} und F(z,y) = mQQf_ny - Sei ¢ = (J). Dann existiert fiir (z,y) — ¢ kein Grenzwert.
Setzen wir aber D1 = {(%), t # 0}, so ist limp, 5, F(z) = L.

Aus den Rechenregeln fiir konvergente Folgen erhalten wir sofort den folgenden Satz:

Satz 8.18 Sei c ein Adhirenzpunkt von D CRP und F: D - R?, F(z) = (Fi(z), -, F,(z))T.

a) Es gilt: F(x) knvergiert genau dann gegen v fiir x — c, wenn jede Koordinatenfunktion F; : D — R
fiir x — c gegen v; konvergiert. Dann ist

lim F(z) = (lim Fy(z),---,lim F,(z))?.

T—rC T—C T—C

b) Sei zusitzlich G : D — R?. Euxistieren die Grenzwerte auf der linken Seite, so gelten die folgenden
Gleichungen:

lim F(z) + lim G(z)

T—cC T—cC

(lim F(z) | lim G(z))
| im F(2)]

lim (F(z) + lim G(z))
lim (F(2) | G())
lim [|F(2)]

¢) Ist ¢ : D — R und existieren lim,_,. o(x) und lim,_,. F(x), so auch lim,_,. o(x)F(z) und es gilt

lim () lim F(z) = lim ¢(z)F(x).

T—c T—c T—e
Stetigkeit
Wie im eindimensionalen Fall (siehe Definition 3.9) erkliren wir:

Definition 8.19 Sei ) # D C RP und f : D — RY. f heifit stetig in ¢ € D, wenn lim,_,. f(z) = f(c)
gilt. f heifit stetig, wenn f in jedem Punkt von D stetig ist.
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Aus Satz 8.18 erhalten wir sofort:

Satz 8.20 a) f: D — R? ist genau dann stetig (in ¢ € D), wenn dies fiir jede Koordinatenfunktion
fi gilt (f(z) = (fi(@),--, fo())T.

b) Mit f und g sind auch f + g und x — (f(z) | g(z)) stetig (in c € D).
c) Ist f : D = R? und ¢ : D — R stetig (in c), so auch of : x — @(z)f(zx).

Aus der dquivalenten Form des Grenzwert-Kriteriums erhalten wir
Satz 8.21 Sei f: D C R? — R? eine Abbildung. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

a) f ist stetig in c
b) Fiir jede gegen ¢ konvergente Folge (d,,), aus D gilt

Jim f(dn) = f(c) = f(lim dn).

¢) Zu jedem € > 0 gibt es ein § > 0 mit f (B(c,0) N D) C B(f(c),e) oder dquivalent:

VeeD gilt |lz—c||<d=|f(z)— flo)| <e.
Bevor wir weitere Beispiele bringen, brauchen wir noch den folgenden Satz:

Satz 8.22 Sei f-D C RP — D' C R? stetig in ¢ und g : D' — R" stetig in d = f(c). Dann ist
gof:D — R stetig in c.

Der Beweis lduft analog zum reellen Fall am schnellsten mit dem Folgenkriterium Satz 8.21 b).

Anleitung zum Applet ”Parameterflichen im Raum” Schauen Sie sich das £ — §-Kriterium fiir
verschiedene Funktionen f an.

Gehen Sie wie folgt vor: Wihlen Sie einen Punkt 2(%) = (2¢,0)7. und lassen sie sich die Funktion f in
einer Umgebung zeichnen. (Sie konnen den Definitionsbereich in “drawing options” angeben.) Bestimmen
sie f(z(®) (rechnerisch oder mit dem Bild).

Waihlen Sie ein e und schrinken Sie die z-Achse auf [—¢, £] ein.

Lassen Sie sich mit diesen Einstellungen f — f(2(?)) zeichnen.

Finden sie wenn notig eine kleinere Umgebung von z(?), sodaB f vollstindig dargestellt wird, d.h. der
Graph wird im Innern des Definitionsbereichs durch den eingeschrinkten z-Wert nicht “abgeschnitten”.

)T

Beispiele: z(0) = 0:

1. f(z,y) = zy.

2. f(z,y) = sin(zy)

3. f(z,y) = exp(~2” — y°)
4. f(z,y) = exp(—z® +y?)
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Beispiele:

1. Sei A : R? — R? eine lineare Abbildung, dargestellt durch A beziiglich der kanonischen Basen.
Wendet man Korollar 8.13 auf ¢ X p und 1 x g an, so erhélt man fiir lim y,, = = einfach lim(A(y,) —
A(z)) = lim A(y, — x) = 0. Also ist jede lineare Abbildung stetig.

2. Jedes Polynom in p Variablen ist stetig. Dazu sei a € Nj, also @ = (a1, -+ ,ap) mit a; € Ny.
Fiir z € RP setzen wir 2% = z{'---z,”. Nach dem vorausgegangenen Beispiel ist die lineare
Abbildung z — z; stetig von R? — R Auf R ist die Potenzfunktion t — t%/ stetig, also ist die

Hintereinanderausfithrung = — w?j stetig. Nach Satz 8.20 b) ist dann auch z — z$* 252 stetig.

Durch Induktion nach p erhdlt man dafl  — z¢ stetig ist.
Setzt man |a| = a1 + -+ ap, so ist das Polynom P(z) = 35, (34— @a®®) stetig nach Satz
8.20.

3. (z,y) — sin(zy) ist stetig als Hintereinanderausfiihrung von (z,y) — zy — sin(zy).

Aufgaben: Beweisen Sie die Stetigkeit der folgenden Funktionen:

L f(z,y) =z +y.
2. f(z,y) = sin(z +y).
3. f(z,y) = (sin(z + y), cos(zy))".

4. f(z,y) =$( Z?ﬁ(%)) )

cos p cosy
5. f(r,p,¥) =7 | sinpcosd
sin

T COS P

6. f(r,p,z)=| rsing
z

Wir benétigen nun noch ein weiteres Mittel zur Konstruktion stetiger Funktionen. Wie im Fall p =1
erkléren wir

Definition 8.23 Sei (f,), eine Folge von Funktionen f, : D C R» — R?. Die Folge konvergiert
gleichmiflig gegen die Funktion g : D — R?, wenn zu jedem & > 0 ein n(e) € N existiert mit

Ifa(z) —g(2)ll <e

fiir alle n > n(e) und alle x € D.
Mit derselben Beweisidee wie im Fall p = ¢ = 1 erh&lt man:

Satz 8.24 Sei (f,)n eine Folge stetiger Funktionen f, : D C RP — R?, die gleichmdfig gegen die
Funktion g konvergiert. Dann ist g stetig.
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8.2 Differenzierbarkeit

8.2.1 Kurven im R?

Definition 8.25 Sei J C RP ein Intervall undz : J — RP | t = z(t) = (z1(t),--- ,z,(t))T eine Funktion.

a) = heift differenzierbar in to, wenn der Grenzwert limy 24—y, (x(t) —2(to))/(t—to) =: &(to) existiert.

b) = heifit differenzierbar, wenn x in jedem Punkt differenzierbar ist. Ist dann t — £(t) auch noch
stetig, so heifst x stetig differenzierbar.

Weil man Grenzwerte koordinatenweise bilden kann, ist x genau dann stetig differenzierbar, wenn jede
Koordinatenfunktion dies ist.

Definition 8.26 Sei x : J — RP stetig differenzierbar und & habe nur endlich viele Nullstellen. Dann
nennt man das Bild z(J) eine Kurve und x : J — z(J) heifit eine Parametrisierung dieser Kurve. Ist
z(t) # 0, so heifit £(t) Steigung der Tangente an x(t).

Appletanleitung
Beispiele:
1. z(t) = r(cos(t),sin(t))T (r > 0). Das ist eine Kreislinie. () = r(—sin(t), cos(t))? steht senkrecht
auf z(t

)-
2. z(t) = (rcos(t),rsin(t),at)T (a #0). Dies ist eine Schraubenlinie.
(-

#(t) = (—rsin(t),r cos(t),a)T.
costcosd
3. z(t) =r | sintcos?d |. Dies ist ein Breitengrad auf einer Kugel.
sin ¢

X % TO DO * Kok

Wir kénnen die Lénge einer Kurve zwischen zwei Punkten berechnen:

Seien a < b,a,b € J und C = z(J), wo = : J — RP stetig differenzierbar mit nicht verschwindender
Ableitung ist.

Teilen wir das Intervall [a, b] in n gleiche Teile ein, wo n sehr grof ist, so wird die Linge der Kurve zwischen

P = z(a) und @ = z(b) ungefihr gleich Z?:l l|z(ar) — z(ag_1)|| sein wo ar, = a + (b 7 a)k ist. Es ist
zj(ar) — zj(ar—1) ~ &;(ar—1)(ar — ak,i). Also erhilt man ||z(ag) — z(ap_1)|| = ||Z(ak_1)||(ar — ar_1)
und damit Y275, [lz(ak) — z(ax—1)[l = [, |2(t)]|dt-

Also setzen wir

Definition 8.27 Sei z : J — RP stetig differenzierbar mit nicht verschwindender Ableitung und a <
b;a,b € J. Dann ist f [|2(¢ ||dt die Lange der Kurve z(J) zwischen den Punkten x(a) und z(b). Hilt

man a fest, so ergibt sich s(t f ||Z(s)||ds, die Bogenlinge der Kurve als Funktion des Kurvenpara-
meters.
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Wegen 5(t) = ||2(¢)|| # 0 nach Voraussetzung kann man die Umkehrfunktion ¢ = ¢(s) bilden und erhilt
y(s) = z(t(s)). Diese Darstellung ist die kanonische Parametrisierung durch die Bogenlinge.

Aufgabe:

a) Zeigen Sie bitte ||y'(s)|| = 1, d.h. y'(s) ist die normierte Tangentenrichtung.

b) Sei y 2 x stetig differenzierbar. Zeigen Sie bitte: y (s) steht senkrecht auf y'(s).
Tipp: Differenzieren Sie 1 = (y'(s) | y'(s)).

¢) Berechnen Sie die Bogenlinge der Schraubenlinie z(t) = (cost,sin(t),t)7.

8.2.2 Differentiation von Funktionen mehrerer unabhingiger Variablen

Richtungsableitung, partielle Ableitungen

Die Frage ist: wie éndert sich eine Funktion f : U C R? — R? in der Nihe von z, wenn man ein Stiick in
Richtung h # 0 geht?

Appletanleitung Schauen Sie sich skalare Funktionen in einer vorgegebenen Richtung an. Geben Sie
dazu eine skalare Funktion, die Stelle (%) und die Richtung h = (hy,hs)T ein. Sie sehen eine Ebene
senkrecht zur (z,y)-Ebene in Richtung von h. Sie schneidet aus der durch die Funktion gegebene Fliche
eine Kurve aus. Die Richtung der Tangente an diese Kurve im Punkt z(©) ist die Richtungsableitung.
Studieren Sie so die partiellen Ableitungen als Spezialfille von Richtungsableitungen.

* k% TO DO * Kk

Definition 8.28 Sei f : U CRP —» R? undxz € U, 0 # h € RP. f heifft in x in Richtung h differenzierbar,
wenn der Grenzwert

1
Di(f)(a) = lim < (f(a + th) — f(z))
existiert. Dy (f)(z) heiffit Richtungsableitung in Richtung h.
Fiir h = e; = (0jk)k=1,... p heift Dy(f(z) partielle Ableitung 0f(z) oder f,;(x) nach der Variablen

T
Zj.
Nach unseren Rechenregeln fiir Grenzwerte ist fiir f = (f1,---, f,)7 stets
th = (thla T Jthq)TJ

insbesondere

Of _(Oh Oy

O Ox;”" " dx;”
Wir erhalten die partielle Ableitung nach z; an der Stelle z©® = (a:§°’, e ,x,(,O)) indem wir alle Varia-
blen aufler z; festhalten, also die Funktion ¢t — f (xgo), e ,xg-(i)l,t, a;§221, e 7%()0)) nach t differenzieren.
Beispiele:

L f(z,y) = 2y, %Zy, %5 =y

2. f(x,y) =sin(zy), fo=ycos(zy), fy=zcos(zy).
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_2xy 04,y

3. flz,y) =< 2°+49° £2(0,0) = 0 = £,(0,0). Sei h beliebig (# 0). Dann ist Dy, £(0,0) =
0 z=y=0
0. Aber f ist in O nicht stetig!
4. f(z1,--- ,mp) = 2% = 2" ---xp”. Ist a; = 0, s0 ist fo; = 0, andernfalls ist f,; = " --2377" -
a;j—1 oajq1 ap
i Ty e
5. f(z) = ||zll = \/23 + -+ + a2. Fiir z; £ 0 ist fo, (z) = |”;—J”

Wir fithren gleich auch hohere partielle Ableitungen ein:

Definition 8.29 ) f: U — R? heifit stetig differenzierbar, wenn f diberall nach allen Variablen
differenzierbar ist und die Ableitungen (%L :U — RY stetig sind.
J

b) f heifst 2-mal stetig differenzierbar, wenn f einmal stetig differenzierbar ist und die Ableitungen

2
%L wiederum stetig differenzierbar sind; ihre partiellen Ableitungen sind dann %@%
J J

c) Seien 3m—f5— bereits erklirt und stetig differenzierbar. Dann heifit f(n + 1) mal stetig diffe-

n+1
renzierbar und die partiellen Ableitungen (n + 1). Ordnung sind o1 ng i

6$k"

Aufgaben: Zeigen Sie bitte, dafl die folgenden Funktionen 2 mal stetig differenzierbar sind und berech-
nen Sie alle partiellen Ableitungen 1. und 2. Ordnung.

L f(z,y) =%’
2. flz,o,mp) =2t ooap”
3. f(z) = [|=[*.
4. f(z) = Az, A eine ¢ x p-Matrix.
COSU COS v
5. f(u,v) =7 | sinucosv | (Kugelsphiire mit Radius r).
sin v
T COsu
6. f(u,v) = rsinu | (Zylindermantel).
v

_ cos ¢ :

7. f(r,p)=r ( sin g ) (Polarkoordinaten).

Bei n mal stetig differenzierbaren Funktionen kommt es auf die Reihenfolge der Differentiation nicht an.

Satz 8.30 (H.A. Schwarz) Sei f : U = R? zweimal stetig differenzierbar. Dann ist stets

of  0f
6.731' B.CL']' a 8.’17j 6.(13,
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Korollar 8.31 Sei f : U — R? n mal stetig differenzierbar. Dann kommt es bei der Berechnung der
partiellen Ableitungen k-ter Ordnung (k > n) nicht auf die Reihenfolge der Ableitungen an.

Der Beweis des Satzes ist etwas technisch und wird hier ausgelassen.

Totale Ableitung

Anleitung zum Applet ”Parameterflichen im Raum” Schauen Sie sich die Funktion

0 (z,y) =(0,0) ] . ,
flz,y) = 2zy sonst in der Nihe des Nullpunktes an. (Wihlen Sie den z— und y-
2+

Achsenabschnitt betragsmifig klein.) Sie sieht dort wie ein Gebirge aus und besitzt anschaulich keine
Tangentialebene im Nullpunkt, obwohl die partiellen Ableitungen existieren. (Variieren Sie den vertikalen
Betrachtungswinkel. Bei 100 Grad sieht man eine scharfen Grad am Nullpunkt.)

Mochten wir in einem Punkt 2(°) € U an den Graphen der Funktion f : U — R eine Tangentialebene
anlegen, so reicht die partielle Differenzierbarkeit im allgemeinen nicht aus. Wir definieren daher:

Definition 8.32 Sei f : U C R? — R? eine Funktion. f heift in (9 € U total differenzierbar, wenn es
eine lineare Abbildung A mit
(0) — (O _
i L@ )~ f(a7) — Ah
h—0 [|A]|

A heift dann totale Ableitung f'(2(%)) an der Stelle x(%.

= 0.

Den Zusammenhang zu partiellen Ableitungen klért der folgende Satz:

Theorem 8.33 o) Sei f: U C RP — R? in (9 total differenzierbar. Dann existiert jede Richtungs-
ableitung Dy f(2(©) und es gilt
Duf(a®) = f'@@*)h.
Insbesondere hat f'(z(©)) beziiglich der kanonischen Basen die Matriz

%ﬁ (@®), --- ,%% (2©)

Z1
(@) = . Diese Matriz heifft Jacobi-Matrix

0
g%(m(m),... ,3%;(%(0))

b) Sei f stetig partiell differenzierbar auf U. Dann ist f in jedem Punkt x € U total differenzierbar
und die Funktion x — f'(z) ist stetig von U — L(RP,RY).

Beweis: a) Wihle hg als feste Richtung und (¢,) C R mit lim¢,, = 0. Nach Voraussetzung ist
f(IL' + tnhO) — f(x) - tnAhO

lim =0.
n—o0 [tal llRoll
(0) _
Ist t, > 0 fiir alle n, so folgt mA(h) =lim, 0o f(@ -’;tﬁfi;(?ﬁ f(x) Ist t, < 0 fiir alle n, so folgt
1 . f(@O +taho) — f(2)
———A(hg) = lim ,
[l 77 nvoo [tnl [l holl
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also o
1 . @Y +taho) — f(x)
——A(hy) = lim ,
[[hol] " T novoo tnllholl

und damit
Dhof(ar:(o)) = Aho

Insbesondere ergibt sich fiir hg = ¢; of _ Ae;, woraus die Matrixgestalt folgt.
i O J

b) Es geniigt, die Aussage fiir f : U — R zu zeigen. Wir beschréinken uns auf den Fall p = 2. Es ist
flx+h)—f(x)=flx+h)— fx+ hier) + f(x + hier) — f(z). Auf die erste Differenz wendet man den
1. Mittelwertsatz (Theorem 4.13) an und erhilt

f(z+ hier + hee2) — f(z + hier) = fa,(x + hier + Y2hzea)ha.

Ebenso ist
f(z +hier) — f(x) = fo, (x +P1hrer)hy.

Sei A(x) = (fz,(x), fz.(x)). Dann ergibt sich
fl@+h) = f(z) — A@@)h = (fo, (T + hie1) = fo,(2), fo,(z + hrer + Ihae2) — fa,(2)) - h
Also

flz+h) —”J;L(“x) — A(z)h = (fo, (@ + h1e1) = fo,(2), fo,( + hie1r + Ohoes) — fo, (z)) - ”—Z”

Wegen der Stetigkeit der partiellen Ableitungen konvergiert die rechte Seite fiir
h gegen 0 gegen 0.

Aufgaben: Zeigen Sie bitte:

1. Seien f,g: U — R? stetig differenzierbar. Dann ist (f + g)'(z) = f'(z) + ¢'(=).

2. Seien f, g wie oben. Dann ist fiir h(z) = (f(z) | g(z)) b (z) = f'(z)Tg(x) + g'(z)T f(z)

3. Sei f:U — RY stetig differenzierbar und ¢ : U — R ebenfalls. Dann ist (¢f)'(z) = f(z)¢'(z) +
e(z)f'(z)

Tipp: Berechnen Sie die partiellen Ableitungen und benutzen Sie dabei die Ableitungsregeln fiir Funktio-
nen einer unabhingigen Verinderlichen (siehe Satz 4.4 ).

Als wichtiges Instrument zur Berechnung von Ableitungen beweisen wir die Kettenregel, wofiir wir einen
Hilfssatz benétigen (vergleiche Satz 4.2 ¢):

Lemma 8.34 f : U C RP — R? ist genau dann in c total differenzierbar, wenn es eine in c stetige
Funktion Sy : U — L(RP,R?) gibt mit

f) = 1)+ S¢W)y — o). (8.6)
In diesem Fall ist S¢(c) = f'(c).
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Beweis: (I) Sei f in c total differenzierbar. Setze

{ OENICEVICIEL RN

lly —cll
y=c

und

S f(e) " y=c
W= pe+ Y g —cle) yte
S¢(y) ordnet als jedem Vekor v € RP den Vektor

Ry (y)
lly —cll

zu. Dann folgt lim,_,. S¢(y) = f'(c) = S¢(c) und f(y) = f(c) + Sr(y)(y —¢).
(IT) Gilt die Formel (8.6), so ist offensichlich die Bedingung fiir die totale Differenzierbarkeit erfiillt.

Sp()(w) = f'(e)(v) +

(y—c|v)eR?

Theorem 8.35 (Kettenregel) Seien f : U CRP - V C R? und g : V — R" stetig differenzierbar.
Dann ist go f : U — R" stetig differenzierbar und es gilt

(go f) () = g'(f(2)) ' (x)-

Korollar 8.36 a) Seiz:JCR — U CRP eine Kurvenparametrisierung und f : U — R? stetig diffe-
renzierbar. Dann ist (fox)'(t) = f'(x(t))z'(t) die Richtungsableitung in Richtungen der Tangente
an x(t).

b) Seien f,g wie im Theorem. Dann ist

Ago @) _ \~09(f () Ofu(x)
T 2 ow

Teil a) des Korollars folgt aus dem Theorem fiir p =1 und f(t) = z(t).

Teil b) folgt daraus, daf3 % (z) die j. Spalte von (g o f)'(x) ist. Man erhilt diese Spalte als
J

g(f (a:))gg% nach den Regeln der Matrizenmultiplikation.

Beweis: (Beweis des Theorems)
Es ist nach dem Lemma

9(f(v) — 9(f(2)) = Sy (FW)(F(y) — f(x)) = Sg(f () S; () (y — x)-

Da die Funktion Sgot(y) := Sy(f(y))Sr(y) nach den Rechenregeln fiir stetige Funktionen stetig ist, folgt
nach dem Lemma die Differenzierbarkeit und es gilt

(g0 f) (@) = Syos(2) = g'(f(2)) ' (x)-

Aufgaben: Berechnen Sie im folgenden die totale Ableitung an allen Stellen, an denen sie existiert.
1. f(w1,22,23) = T1T2 + T3.
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2. f(z,y) = sin(y/2z? + y?). Existiert die totale Ableitung in 07?

3. f(z,y) = exp(zcos(y?))

4. fu,v,w) = (u,v*,exp(u® — w?))"

Fiir skalare Funktionen f: U C R? — R ist die totale Ableitung ein Zeilenvektor:

of of
! [
f ('7;1; 7'771)) (6112'1 Jawp)'
af
851)'1
Definition 8.37 Der Spaltenvektor f'(z)T = heifit Gradient gradf(zx).
of
Oz,

Die Ableitung in Richtung h ist damit Dy f(z) = f'(x)h = (gradf(z) | h), 148t sich also als Skalarpro-
dukt schreiben. Damit erhalten wir folgende interessante geometrische Interpretation:

Satz 8.38 (Eigenschaften des Gradienten)

a) Sei J 5t — x(t) eine Kurvenparametrisierung mit f(z(t)) = ¢ (x(J) heifit dann Hohenlinie). Dann
ist gradf(xz(t)) Lz (t), der Gradient steht senkrecht auf Hohenlinien.

b) Es ist gradf(x) der Vektor in Richtung des steilsten Anstiegs von f. Das heifit

llgradf (z)|| = max{|Dyf(z)] : [[h]| = 1}

Beweis: a)

Nach der Kettenregel ist wegen f(z(t)) = c:

0= 0 1a(t) = f@@)e) = (Eradf () | #(2)

b) Fiir ||h|| = 1 ist nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

|Daf(@) | = | (gradf(z) | h) |< llgradf (@)l - |l
— llgrad (@)l =| (eradf (o) | FET R
. rad
= 1DLf@)| far b= EEE dﬁw;ll
Appletanleitung Bestimmen Sie die Hohenlinien, indem Sie ¢ = f(z1,--- , ;) nach z; oder 2, - ,z,

auflosen. Uberzeugen Sie sich vom Satz oben, indem Sie die Hohenlinien und den Gradienten bestimmen
und anschauen.

L f(z,y) =2 +y
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2. f(z,y) =2° -y
3. f(z,y) =2zy
4. f(z,y,2) =z — (2* + 2?).

* % % TO DO * %%

8.3 Erste Anwendungen

Uberblick: Wir erhalten auf konvexen Mengen einen Ersatz fiir den Mittelwertsatz in einer Versinder-
lichen. Auflerdem entwickeln wir auch eine skalare Funktion in mehreren Verénderlichen nach Taylor und
benutzen dies zur Charakterisierung von lokalen Extremstellen.

Definition 8.39 FEine Menge ) # C C RP heifst konvex wenn mit je zwei Punkten a und b aus C die
ganze Verbindungsstrecke [a,b] := {a+t(b—a): 0 <t <1} in C liegt.

Beispiele:

1. B(z,r) ist konvex.

2. {(z,y) € B2, 0 <y < z} ist konvex.

3. Jedes Dreieck ist konvex.

4. Ellipsen sind konvex.

5. M = {(z,y) : 0 <y < z?} ist nicht konvex.

Wir erhalten den folgenden Satz, der unter anderem bei Iterationsverfahren eine Rolle spielt (siehe den
Umkehrsatz).

Satz 8.40 (Schrankensatz)
Sei U offen in RP, f : U — R? sei stetig differenzierbar und C C U sei eine kompakte konvere Menge.
Dann gilt fir olle z,y € C

1 (y) = f@)II < sup{llf'(2)ll : z € C} - lly — =|.

Beweis: Sei erst einmal ¢ = 1, f also eine skalare Funktion. Zunichst ist z — f'(z) — ||f'(2)||
stetig auf der kompakten Menge C, das Suprenum L = sup{||f'(2)|| : z € C} existiert (und wird sogar
angenommen). Sei z(t) = z + t(y — z). Die Strecke liegt in C'. Dann ist nach dem ersten Mittelwertsatz

fy) — f(@) = f(2(1)) - f(2(0)) = (foz)'(¥)-(1-0)
fiir ein ¥ €]0, 1[. Nach der Kettenregel ist (f o z)' (¢) = f'(z(9)) - 2'(¥) und z'(¥) = (y — z).

Also ist
1f(w) = f@)| < If' @) ly — =]l < Llly — =|-

Der allgemeine Fall ¢ > 1 folgt nun durch sorgféltige Betrachtung der einzelnen Komponenten f;. Mit
dem gleichen Trick erhalten wir den Satz von Taylor.
Zunéchst definieren wir die Hessematrix.
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Definition 8.41 Sei f : U C R? — R 2 mal stetig differenzierbar. Dann heifit die Ableitung (gradf) =
2

(%‘ﬁ%)iﬂl:l““*p = H(f) Hessematrix von f.

Aufgaben: Berechnen Sie die Hessematrix der folgenden Funktionen und bestimmen Sie deren Eigen-

werte.

1. f(z,y)=2?+y? -1

2. flmyy)=a?—y>+1

3. f(z,y) = sin(2?) + sin(y?)
4. f(z,y) = exp(z +y)

5. f(z,y,2) = 2% + y* + exp(2)

Wie im Fall p = 1 kann man glatte Funktionen durch Polynome annihern.

Theorem 8.42 (Satz von Taylor) Sei ) # U offen in R? und f : U — R 2 mal stetig differenzierbar.
Seien x und y # = aus U und es liege die ganze Strecke [z,y] = {x +t(y —z) : 0 <t <1} in U. Dann
gibt es einen Punkt xo € [z,y], so daf gilt

fy) = f(@) + (gradf (z) |y — =) + %((y — ) | H(f)(zo)(y — x))-
(H(f)(zo) ist die Hessematriz von f an der Stelle xg).

Beweis: Sei g(t) = f(z + t(y — z)). Wir wenden auf g den eindimensionalen Satz von Taylor an und
erhalten

1
fy) = f(=) = 9(1) — 9(0) = ¢'(0)(1 = 0) + 56" (¥9)(1 - 0)’
mit 0 < ¥ < 1. Anwendung der Kettenregel liefert die Behauptung.

Wir wenden diesen Satz sofort auf Extremwertprobleme an. Dazu brauchen wir das folgende Lemma, das
wir dann auf die Hessematrix anwenden, die nach dem Satz von Schwarz symmetrisch ist.

Lemma 8.43 Sei A eine symmetrische p X p—Matriz. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
a) Fir alle x # 0 gilt (x| Az) > 0.

b) A hat nur positive Eigenwerte.

Beweis: a) = b) Annahme b) gilt nicht. Dann gibt es einen Eigenwert A < 0 (da A symmetrisch ist,
sind alle Eigenwerte nach Korollar 7.64 reell). Sei 0 # z ein zugehoriger Eigenwert. Dann ist (z|Az) =
A(z|z) <0, ein Widerspruch zu a).

b) = a) Nach Korollar 7.64 hat A eine Orthonormalbasis {b1,--- ,b,} aus Eigenvektoren. Also ist 2 =
¥¢;b; und

(z | A) O &ie(b; | Aby)

Ji.k
D &6k (bs | Abe)
j’k
> & >0,

£

wobei die letzte Gleichheit aus (b; | by) = d;; folgt.
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Definition 8.44 Die symmetrische Matriz A heifst positiv definit, wenn sie eine der beiden dquiva-
lenten Bedingungen aus dem Lemma erfillt. Sie heifit negativ definit, wenn —A positiv definit ist.

Wir definieren wie in Abschnitt 4 lokale Extremalstellen.

Definition 8.45 Sei ) # U C RP offen, fu — R eine skalare Funktion.
, Minimalstelle . ) .
x € U heifit lokale { Mazimalstelle }, wenn es eine Kugel B(x,r) C U gibt mit f(y){
alle y € B(z,r).
Minimum }

INIV

bste) gur

f(z) selbst heifit dann lokales Mazimum

Will man sich nicht festlegen, ob es ein Minimum oder Maximum ist, so spricht man von einem lokalen
Extremwert bzw. einer lokalen Extremstelle.

Appletanleitung Schauen Sie sich die folgenden Funktionen an. Wo liegen lokale Minima, wo lokale
Maxima? Bestimmen Sie dort (rechnerisch) den Gradienten und die Hessematrix.

1. f(z,y) =22+

2. f(z,y) =2° -y

3. f(=z,y) = cos(z? + y?)
4 f(z,y) = JI—22 =2

X % % TO DO * Kok

An den Beispielen konnten Sie vielleicht folgenden Satz entdecken:

Satz 8.46 (lokale Extremwerte) Sei ) # U C R? offen und f : U — R sei eine skalare Funktion.

a) Sei f einmal stetig differenzierbar. Ist zo eine lokale Extremalstelle, so ist
gradf(ze) = 0.

b) Sei f 2 mal stetig differenzierbar und gradf(zq) = 0.

Ist die Hessematriz H(f)(xo) { positiv } definit, so ist f(xo) ein lokales {

Minimum
negativ )

Mazimum

Beweis: a)

Sei 1 < j < p beliebig und zg eine lokale Extremalstelle von f. Dann ist 0 eine lokale Extremalstelle der

Funktion einer Verdnderlichen g(s) = f(zo + se;). Also ist %(mo) = ¢'(0) = 0. Da j beliebig war, folgt
J

die Behauptung.

b)

Wegen f'(x¢) = 0 gibt es nach dem Satz von Taylor ein x; auf der Strecken zwischen zy und z mit
1
f(@) = f(@o) + 5(z — zo | H(f)(21)(z — 20))-
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Sei H(f)(zo) positiv definit und z sehr dicht bei z. Dann kann man zeigen, da§ H(f) auf der ganzen
Strecke zwischen zp und z positiv definit ist. Also ist der 2. Summand der rechten Seite echt grofier als
0. Damit ist f(z) > f(xo). Da z (nahe bei ) beliebig war, ist f(zo) ein lokales Minimum. Ist H(f)(zo)
negativ definit, so betrachte —f.

Aufgabe: Untersuchen Sie, wo bei den Funktionen, die Sie sich vor Satz 1.57 angeschaut haben, lokale
Extrema sind und bestimmen Sie, ob es sich um Minima oder Maxima handelt.

8.4 Der Umkehrsatz und seine Anwendungen

Uberblick: Sei f : I ¢ R? — RP stetig differenzierbar und f'(z) sei bijektiv (invertierbar). Im
Gegensatz zum Fall einer Veridnderlichen kann man hieraus nicht schlieen, dal man zu f eine inverse
Abbildung f~1 hat. f 148t sich aber lokal umkehren. Als Folgerung erhélt man den Satz iiber implizit
(durch Gleichungen) gegebene Funktionen und den Satz iiber Extrema mit Nebenbedingungen.

8.4.1 Der Umkehrsatz

ESRNERN sor . TR2 2 z [ COSY
Beispiel: Sei f:R* — R?, (z,y) — e ( siny )

. _ e*cosy — €%sin
Die Ableitung f'(z,y) = ( ev sin;j/ e® COSZ

injektiv. Denn es ist f(z,y) = f(z,y + 2kn) (k € Z). Aber man hat die Funktion f eingeschrinkt auf
U =Rx] —n/2, /2], so ist sie dort injektiv, f(U) = V ist offen und die Umkehrabbildung f=1 : V — U
In(u) )

arctan(g)

) hat die Determinante e* # 0. Trotzdem ist f nicht

ist stetig differenzierbar. f=1(u,v) =

Dieser Sachverhalt gilt ganz allgemein.

Theorem 8.47 (Satz iiber die Umkehrfunktion)
Sei f : U CRP — RP stetig differenzierbar. Sei fiir ein xg € U det(f'(xo)) # 0. Dann gibt es eine offene
zusammenhdngende Menge Uy C U mit

1. zg € Up und det(f'(x)) # 0 fiir alle z € Up.

2. f | Uo ist injektiv und V = f(Up) ist offen.
3. Die Umkehrfunktion g : V — Uy von f | Uy ist stetig differenzierbar und es gilt

g'(f()) = (f' ()"

Der Beweis ist nicht einfach (siehe Analysis Alive, S. 295 ff).

Aufgaben: Wenden Sie bitte den Satz auf die folgenden Abbildungen und angegebenen Stellen an, d.h.
bestimmen Sie ein Uy, berechnen Sie V und f~! | Uy = g, sowie g'. Sie kénnen Uy klein und giinstig
wihlen, es kommt auf das Prinzip an.

1. Sei A eine p X p-Matrix, det(A) # 0, f(z) = Az und zo = 0.

2.Seif(7‘,90):(7,::?j£); (;?)) - (é)
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cosy cosY o 1
3. Sei f(r,p,9) = r | sing cosd |; ©o =
sin ¢ 190 0

o

8.4.2 Implize Funktionen

Die Kreisgleichung 22 + 2 = 1 kann man sowohl nach y als auch nach z stetig differenzierbar auflssen:
y(z) = v1 — 22 oder z(y) = /1 — y2. Je nachdem, welchen der Halbbtgen man mdchte, mufl man die
positive oder negative Wurzel wihlen. Ist man zum Beispiel interessiert daran, da§ der Punkt (0,1) im
Graphen der Funktion liegt und auflerdem die Funktion differenzierbar ist, mufl man y(z) = +v/1 — 2
wihlen. (Warum gehen die anderen Moglichkeiten nicht?)

Wir haben also eine Funktion F : R> — R!, namlich F(z,y) = 2? + ¥ — 1 und suchen eine Funktion
y: R = R, 2 — /1 —22 = y(z) derart, daB sie die Gleichung F(z,y(z)) = 0 16st. Etwas komplizierter
ausgedriickt: ihr Graph G = {(z,y(z)) : (z) < 1} liegt in der Menge M = {(=z,y) : °> + y?> — 1 = 0}. Man
sagt: y ist durch F =0 implizit definiert.

Bezeichnungen Sei p = ¢+ r, wo p,¢,7 € Nund 1 < ¢ < p, also r # 0 gilt.

Im folgenden schreiben wir z = (21,--- ,2p) = (x,y) mit * = (z1,---,24), also x; = z; fir j < g und
y = (Y1, - ,Yr), also yr = 244%. Damit haben wir R? = R? x R" und die Analogie zum einfijhrenden
Beispiel (g =r =1, p = 2) wird deutlich.

Sei F': U C R? — R" stetig differenzierbar. Dann setzen wir

OF OF, . _ OF  OF

Fz= a. v Ty qa. ) —\5 »" "7
(81'1 qu) v 31/1 8yr

).

F, ist also eine r x r—Matrix und es ist die Jacobimatrix F'(z) = (F,, F,) (bis auf die beiden tiberfliissi-
gen Klammern), (in der Mitte zwischen F, und F,). Damit konnen wir schon den Satz iber implizite
Funktionen formulieren:

Theorem 8.48 (Satz iiber implizite Funktionen)
Seild CRP offen, F : U — R" sei stetig differenzierbar und es gebe ein zo = (xo,y0) mit

1. F(anyO) = 0)
2. det(Fy((E(],yo)) ;é 0.

Dann gibt es eine offene Menge V- C RY mit zo € V und eine stetig differenzierbare Funktion ¢ : V — R",
mit folgenden zwei Figenschaften:

a) (o) = Yo
b) Fir alle x € V ist (z,0(x)) € U und F(z,p(x))

Il
e

Dariiber hinaus ist

Beweis: (Skizze): Fiir die Abbildung z — g(z) = ( F(i ) ) € RP gilt ¢'(z) = ( g” FO >, also
Y T y

ist det ¢'(z0,y0) = det(Fy(zo,y0)) # 0. Nach dem Umbkehrsatz kann man g in einer offenen, g(zo,yo)
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0
wohldefiniert und stetig differenzierbar ist. () = (hq41 (2 h,(x)) ist dann die gewﬁnschte Funktion;
denn es ist nach Definition von g stets hy(z) = :Ul, ,hq( ) = :Uq und damit

(Focpten ) = (ol ) = o0 = (5 )-

Mit ¢ ist auch ¢ stetig differenzierbar, also auch z — ( <PZU$) ) Nach der Kettenregel folgt

enthaltenden Menge W umkehren. Wegen g(zo, yo) ( o ergibt sich, daf ¢(z) = g~ (x,0) =: h(x)
(z)

0= Flapl@) = Flapla) (&) ) = Fuloela) + Fy(a o) o).

Hieraus folgt die Behauptung.

Wir kénnen den Satz verallgemeinern:
Korollar 8.49 Sei F: U C R?P — R" stetig differenzierbar und es gebe ein zo € RP mit

1. F(Zo) =0
2. rng(F'(20)) =7

Dann gibt es eine Permutation 7 der Koordinaten, so daf8 fir Fr(2) = F(2x(1),"** , 2x(p)) das Theorem
gilt.

Genauer:

Es gibt eine stetig differenzierbare Funktion ¢ : (2x1), " , 2x(q)) = R', s0 daf

F(zw(l); Ty 2a(q)s Qo(zn(l)a T 5Z7T(q))) =0.

Beweis: Wegen rng(F'(z9)) = r kann man die Spalten von F'(z) so permutieren, daf§ det Fy,(z9) # 0
gilt.

8.4.3 Extrema unter Nebenbedingungen

Die klassische Aufgabe lautet: bestimme unter allen Rechtecken mit gegebenem Umfang M (> 0) das-
jenige mit dem groBten Flicheninhalt. Wir skizzieren die Losung: Seien z und y die Kantenléingen. Die
“Nebenbedingung” des vorgegebenen Umfangs lautet F'(z,y) = 2(z + y) — M = 0. Der Flicheninhalt
ist f(z,y) = zy. Aus der Nebenbedingung erhalten wir y = (M — 2z)/2. Dies in f eingesetzt ergibt
g(z) = f(z),(M — 2z)/2 = (Mz — 22?) /2. Wir bestimmen die Extrema von g.

g9'(x) = _]\2/-[ — 2z, also zp = %’— Daraus ergibt sich yg = M—_Qﬂ = Ai‘[—, also g = ye- (TE,YE)

erfiillen nach Konstruktion F(zg,yg) = 0. Auflerdem ist g(zg) ein Maximum von g. Damit ist (zg,yE)
ein Maximum von f(zy) = zy unter der Nebenbedingung F(z,y) = 0.

Wir haben das Problem gel6st, indem wir die Nebenbedingung nach y aufgelost haben, die so erhalte-
ne Funktion in f eingesetzt und von der neuen Funktion die moglichen Extremalstellen gesucht haben.
Fiihren wir dies etwas abstrakter durch, so sehen wir, dafl wir die Funktion y = ¢(z) nicht explizit
bestimmen miissen. Dazu prézisieren wir:
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Definition 8.50 Sei U offen in RP, seien F : U — R"(1 < r < p) und f : U — R gegeben. Sei

M = {z: F(z) = 0}. Ein Punkt zo € U heifst { Maximalstelle

Minimalstelle } von f unter der Nebenbedingung

F(z) =0, wenn es ein e > 0 gibt, so daf fiir alle z € B(z9,6) N M stets { ;Eig E ;Eigg } gilt. zo heift

dann Extremalstelle von f unter der Nebenbedingung f(z) = 0.
Der Satz lautet nun:

Theorem 8.51 Seild C RP offen, F: U - R" (1 <r < p) sowie f : U — R seien stetig differenzierbar.
Schlieflich sei der Rang rng(F'(z)) = r fir alle z € U. Sei zg eine Extremalstelle von f unter der
Nebenbedingung F(z) = 0. Dann gibt es eindeutig bestimmte Zahlen Ay, - -+ , A\ mit

f'(ze) = MFi(zE) + Mo F5(2p) + - + A Fr(2E)-

Die \j heifien Lagrange-Multiplikatoren.

Beweis: Sei ¢ = p —r und es gelte 0.B.d.A. det((%)(zE)j:qH,...,p) # 0 (sonst permutiere die
J

Koordinaten). Wegen F(zg) = 0 kann man die Gleichung nach y = (2¢41,- - - , 2g+r) aufldsen, man erhilt
F(z,o(x)) = 0. Die Funktion g(z) = f(z,¢(z)) hat dann ein ganz gewshnliches Maximum oder Minimum
inzg.

Also gilt

0=g"(xg) = folzp,yp)¥'(zp)
fo(2E) + fy(2B)¢ (zE)
= fo(2p) + fy(zE)(—Fy(25)) " Fa(28).

Daraus folgt mit X = f,(tg)F,(25)~"

f:c(zE‘) = XFw(ZE)a fy(zE‘) = Xfy(zE)a
insgesamt also f'(zg) = AF'(zE).

Um lokale Extrema unter der Nebenbedingung F'(z) = 0 zu finden, mufl man das folgende (nichtlineare)
Gleichungssystem fiir p + r Unbekannte 16sen:

Fi(z) = 0,---,F.(2)=0
of ., OF
5 = LM

L) = Y uIte)
P k

Es sind p + r Gleichungen fiir die p 4+ r Unbekannten zq,---,2p, A1, -, Ar.
Aufgaben:

1. Bestimmen Sie bitte unter allen Quadern mit Oberfliiche M (> 0) denjenigen maximalen Volumens.
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a b

d ) Bestimmen Sie bitte die Extrema der Funktion (z | Az) unter der Nebenbedin-

2. Sei A =

gung ||z[| = 1.
Tipp: Die Nebenbedingung ist dquivalent zu ||z||? = 1.

3. Wo nimmt die Funktion f(z,y, 2) = 8zyz unter der Nebenbedingung z2 + % + 22 = 1 ihre Extrem-
werte an? Was bedeutet das geometrisch?
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Kapitel 9

Mehrdimensionale Integration

Uberblick: Wir erkliren wie im eindimensionalen Fall zunichst das Integral fiir Treppenfunktionen
und approximieren dann das untere Integral einer beliebigen Funktion f durch die Integrale von Trep-
penfunktionen, die unterhalb von f liegen. Analog wird das obere Integral definiert. Sind beide gleich, so
heifit f integrierbar und der gemeinsame Wert das Integral von f. Stetige Funktionen sind integrierbar.
Zur Berechnung des Integrals dient die iterierte Integration, die dem Cavalierischen Prinzip entspricht.
Schlie8lich benotigt man noch das Verhalten des Integrals bei Wechsel des Koordinatensystems (etwa von
rechtwinkligen zu Kugelkoordinaten).

9.1 Integral von Treppenfunktionen

Uberblick: Das Integral von Treppenfunktionen basiert auf dem Prinzip Volumen = Grundfliche
x Hohe. Das Integral von Treppenfunktionen verhilt sich so, wie der gesunde Menschenverstand es
erwartet.

Der Bequemlichkeit wegen betrachten wir im Folgenden nur Intervalle der Form Ja,b] = {z:a < z < b}
mit —oo < a < b < co. Ein p—dimensionaler Quader @ ist das kartesische Produkt solcher Intervalle:

Q =lay,bi] x --- x]ap,bp] = {x:a; <z; <b; fir 1<j<p}
Sein p—dimensionales Volumen ist V,,(Q) = (b1 —a1) - - - (bp — ap), also das Produkt der Kantenléingen.
Eine Elementarfigur E ist eine Vereinigung von endlich vielen paarweise disjunkten Quadern Q;, E =
Uiy Qj, QiNQ; = 0 fiir i # j. Wir setzen Vj(E) = ZJ 1 Vp(Q;) und iiberlegen uns, dafl dieser Wert
unabhingig von der speziellen Zerlegung von E ist. In der Tat: Sei ) = H]:l laj,b;] und a; < ¢1 < by.
Dann ist

p P

Q = lai,ca] Ha]; Uler, b1] x Hajy
=2

QlUQQ mit QlﬂQQZQ.

Es ist
Vp(@1) +V3(Q2) = (a1 —a1) (b2 —az) -~ (bp —ap) + (b1 —c1) -~ (bp — ap)
= ((ce—a1) + (b1 —c1))(b2 —az) -+ (bp — ap)
= VIJ(Q)
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Durch Induktion nach der Zahl der zusitzlichen Einteilungspunkte erh#lt man die behauptete Un-
abhéngigkeit von der Zerlegung von E.

Definition 9.1 FEine Treppenfunktion f ist eine Funktion von RP — R, die nur endlich viele Werte
annimmt und fiir die f~(a) eine Elementarfigur ist, falls a # 0 ist.

Da die Vereinigung zweier Quader ) U R eine Elementarfigur ist, ist auch die Vereinigung von endlich
vielen Elementarfiguren eine Elementarfigur. Damit erhalten wir

Satz 9.2 Summe, skalares Vielfaches, Produkt und Absolutbetrag von Treppenfunktionen sind Treppen-
funktionen.

Wir kénnen nun das Integral definieren:

Definition 9.3 Sei f: R? — R eine Treppenfunktion.
Dann heifst Zo;éaef(Rp) aVp(f~Y(@)) = [ fdPz Integral von f (iber RP).

Satz 9.4 Das Integral hat folgende Eigenschaften:

a) [(af +Bg)dPz = a [ fdPz + B [ gdPz.

b) f<g= [ fda? < [ gdaP.

c) | [fdaP |< [ ] f|daP.

d) Sei E = {z: f(z) #0}. Dann gilt min(f(RP))V,(E) < [ fdz? < max(f(RP))V,(E).

Beweis: a) Wir zerlegen die Elementarfigur {z : f(z) # 0} U{z : g(z) # 0} in lauter disjunkte Quader

@; und erhalten f =) a;lqg,, 9 = > Bjlg,, also
af + Bg = (aa; + BB;)1g, und damit

> (a0 + BB;)Vo(Q;)
ad a V(@) + B BiVu(Qy)

a/fd”a: + ﬂ/gdpx.

b) Ist 0 < h =0 < [ hdPz. Setze nun im Fall f < g einfach h = g — f. Dann ist nach a)

Og/hdpa: = /gdpw—/fd”x.
c) Dies folgt aus +f < |f|.

d)min(f(RP))1g < f < max(f(RP))1g und b) liefert die Behauptung.

[+ 59
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9.2 Fortsetzung des Integrals

Uberblick: Wir definieren analog zum eindimensionalen Fall das untere und das obere Integral. Eine
Funktion heifit integrierbar, wenn beide {ibereinstimmen.

Hinter der Definition des allgemeine Integrals steckt wie im eindimensionalen Fall der Ausschopfungsge-
danke von Archimedes

Appletanleitung Sie konnen sich einige Funktionen (also ihre Graphen) anschauen und sehen, wie
sich die Volumina der Mengen

{(z,y,2):a<z<bc<y<d, 0<z<f(z,y)}

durch Quader von unten und oben ausschopfen lassen. Vergewissern Sie sich, dafl dies bedeutet, dafl
unterhalb und oberhalb von f geeignete Treppenfunktionen liegen, deren Graphen Sie sehen kénnen. Das
bedeutet gerade das Ausschopfen von unten und oben.

* k% TO DO * Kk

Definition 9.5 Sei f beschrinkt und verschwinde aufSerhalb eines geniigend grofien Quaders Q. Dann

heifst o
/fdxp

/fda:”

heifit unteres Integral von f. Ist depw = [fdPz, so heift f integrierbar und der gemeinsame Wert
heif$t Integral -
/fd”:v = /fd”;v = /fd”:v.

Aus den Rechenregeln fiir das Supremum und das Infimum erhilt man wie im Falle p = 1 aus Satz 9.4
den folgenden Satz:

inf{ / hdPz : f < h, h Treppenfunktion }

oberes Integral und

sup{ / gda® : g < f, g Treppenfunktion }

Satz 9.6 Seien f und g integrierbar. Dann gilt
a) [(af +Bg)dPz = a [ fdPz + B [ gdPx

b) f<g= [fdPz < [gdlz

o) | [ f&r|< [ f|da

d) fg ist integrierbar.

Beweis: Nach der Bemerkung vor dem Satz mufl nur noch d) bewiesen werden. Es ist

fo= 1 +9) = (F—9)"),

also mufl nur bewiesen werden: Ist f integrierbar, so auch f2 und das beweist man analog zum entspre-
chenden Satz im Wintersemester.
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Definition 9.7 Sei f : U C R? — R, wo U offen ist. Dann heifit der Durchschnitt von U mit dem
Abschluf8 Ay der Menge Ay = {x: f(x) # 0} der Tréger von f.

Satz 9.8 Jede stetige Funktion mit kompaktem Triger ist integrierbar.

Beweis: Der Triiger Ay liege im Wiirfel W =[] — a,a] =] — a,a]?. Da Ay kompakt und f auBerhalb
von Ay gleich 0 ist, ist f gleichméBig stetig. Zu € > 0 gibt es also ein 6 > 0 mit | f(x) — f(y)| < € fuir alle
Z,y mit ||z — y|leoc < I (beachte die Formel 8.6).

Wir wihlen n mit 2 < ¢ und setzen ap = —a + 2ka . Dann ist |f(z) — f(y)| < €, sobald z und y in
einem Wiirfel der Form HJ:1 lakiys ar)+1 ] liegt. Sel k= (k(1), -, k(p)) mit 0 < k(j) < n und Wy =
TT7—1 Jak()> ak(jyes - Dannist W = Uz Wy und Wi N\ Wy = 0 fiic k # £. Sei f. = inf{f(z) : 2 € Wy}
und f; = sup{f(z):z € Wg}. Dann ist

0<fz— fr<e Seig=)> felw, undh =) filw,.

Dann ist g < f < h und [(h — g)dPz < eVp(W).
Alsoist 0 < [fdPz — [fdPx < [hdPz — [ gdPz < eV, (W). Da e beliebig war folgt die Behauptung.

Wir definieren nun das Integral iiber eine Menge.

Definition 9.9 Sei C' eine beliebige Menge, fiir die 1¢ integrierbar ist. Sei f integrierbar. Dann ist 1¢ f

integrierbar und wir setzen
/ fdPx = /lofdpzv
C

9.3 [Iterierte Integration

Das wichtigste Hilfsmittel zur Integration ist die iterierte Integration. Fiir z € R? = R? x R" schreiben
wir wie beim Satz iiber implizite Funktionen

z:(:c,y) mitz = (xla"' axq) :(zla"' azq):y = (yla"‘ JyT) = (zq-i-la"' azp)'

Appletanleitung Die iterierte Integration bedeutet im wesentlichen, dafl wir “scheibchenweise” inte-
grieren: Sei wieder
K={(z,9,2):a<2<bc<y<d 0<z< f(z,9)}

Wir zerlegen das z-Intervall [a,b] in kleine Stiicke ar, = a + kdz mit dz = (b — a)/n. Durch jeden Punkt
(ak,0,0) l egen wir eine Ebene parallel zur (y, z)-Ebene, die uns aus der Menge eine Grundfléiche der Gréfie
F(ag) = fcdf(ak,y)dy herausschneidet. Das Volumen von K, also das Integral f[a,b]x[c,d] f(z,y)d%(z,y)
ist dann ungefihr gleich der Summe der Zylinder mit dieser Grundfliche und der Héhe dz also gleich

"0 F(ay)dz, also hat man

n—1 b d
2 ~
/[a,b]x[C,d]f(x nd(my) ~ ,; (/ Flak:y dy) 0z N/a (/C f(w,y)dy> dz.

* % % TO DO * %ok

Wir legitimieren nun das Vorgehen, das fiir Treppenfunktionen fast selbstverstdndlich ist.
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Lemma 9.10 Sei f eine Treppenfunktion in RF = R? x R". Fiir jedes x € R? ist ,f : y — f(z,y)
als Funktion von y eine Treppenfunktion, ferner ist x — h(z) = [,fd"y als Funktion von = eine
Treppenfunktion und es gilt

[t@peey = [of seves = [Gepdyis.

Beweis: Aufgrund der Rechenregeln fiir das Integral von Treppenfunktionen geniigt es, den Satz fiir
Funktionen 1¢ zu zeigen mit @ = [[}_, la;,b;]- Setzt man Q@ = Q, x Q, mit Q, = [Ij_, laj, b;], @ =

1
[T7—,41]aj, bj], so erhélt man ,1¢ = { Q() ;Uois?q und die Behauptung ist offensichtlich.

Mit der Konstruktion des Integrals ergibt sich:

Theorem 9.11 Sei f : U — R integrierbar. Dann ist

[1ew: = [([s@vew)ae = [ ([ @) ey

Beispiele:
1.

/ SiIl(.Z' + y)d2 (:I’.J y) = / 1[0,a]><[0,b] ('T: y) sin(x + y)d2 ('Z.: y)
[0,a] x[0,b]

/0 Y /0 ' sin(e + y)dy)ds = /0 " (cos(z) — cos(w + b))dz
= sin(a) — sin(a + b) + sin(b)
= sin(a) + sin(b) — sin(a + b).

2. Sei K der obere Halbkreis, K = {(z,y): —1 <2 <1,0 <y < +/1—22}. Dann ist

/1 (/mdy)dm

-1 Jo
1
/\/1—x2d:1:
-1

1
= 5(;1: 1 — 22 + arcsin(z)) |1, = 7/2.

/ 1 (2, )& (2, y)

9.4 Transformation von Integralen

Das letzte Integral war sehr schwer, weil wir K “falsch” parametrisiert haben. In Polarkoordinaten ist
K ={(rcosp,rsing) :0<r<1,0< ¢ <}
Aber wie berechnet man das Integral nur unter Benutzung der Polarkoordinaten?

Es ist dz = z(r +dr,o + dp) — z(r,p) = g%d’"+g%d‘p
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und analog dy = dir + 9y dy, also

or Oy
oz Oz
de \ or Jy dr \ _ I(r, ) dr
dy | 9y Oy dp | — ad dp )
or Jyp

Der Flicheninhalt wird aber unter einer linearen Abbildung A durch det(A) verzerrt, genauer: Das Bild
des Einheitsquadrates ist ein Parallelogramm mit dem Flicheninhalt det(A). Also ist

dzdy ~ det(J(r,p))drdy

und damit
[tandey = [ [ @ity = [ [ 16005000 - rardy,
ferner
L (@(r, ), y(r, ) = Lj0,11(7) 10,71 ()
und damit

™ 1
/1K(:c,y)dxdy = / (/ rdr)dyp = 17r.
o Jo 2

Unser eben betrachtete Spezialfall 148t sich verallgemeinern:

Theorem 9.12 (Transformationssatz)
Seien O £ U, V offene Teilmengen von R? und f : U C R sei stetig. Ferner sei ® : V — U eine stetig
differenzierbare bijektive Abbildung. Dann gilt fir jede kompakte integrierbare Menge C C U

/ f@)dPz = / F(®()) | det &' (y) | dy.
c ®-1(0)

Der Beweis beruht auf der Formel
dzy - --dz, ~| det @' | dy; - - - dyp,
die wir oben plausibel gemacht haben.
Beispiele:
1. Wir schauen noch einmal Rotationskérper an. Sei ¢ : [0,a] = Ry stetig und
K={(z,y,2):0<z<a,0<y” +2° < p(x)’}

Hier bieten sich die folgenden Zylinderkoordinaten an: © = x, y =rcosvy, z=rsiny
mit —7 <Y <7 und 0 < r, also

T T T 1 0 0 T
Yy =fl| r A = | 0 cosyp r(—sing) | ,detf' [ r =r.
z P ) 0 siny T COS Y P

Damit ergibt sich
x pa pel@)
[ @@ua=[ ([ ([ rindoi
K —7 JO 0

. / (),
0

ein Ergebnis, das wir auch schon anschaulich im Wintersemester erhalten haben.

V(K)
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2. Sei K ={(z,9):0<z<R,0<y<vVR2—22} und f(z,y) = exp(—(2? + 3?)).
Hier bieten sich Polarkoordinaten an.

COS .
v ) = ( ey ) = ®(re) Dannist 1ic(z,y) = 1o, (r)1j0,n/2(¢) und f(z,9) = exp(~r?).

Also erhilt man wegen det(®') = r mit der Substitutionsregel (in bezug auf r):

/Kf(w,y)dQ(m,y) = /OF/Q/ORrexp(—TQ)drdcp

7/2- 2 (1~ exp(~E2))

Ende der Vorlesung
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partielle, 159 Cauchy-Folge

totale, 161 in RP, 150
absolut konvergent, 29 Cauchy-Schwarzsche Ungleichung, 105
Absolutbetrag, 16 Cauchyprodukt, 30
absolute Homogenitét Cauchys Konvergenzkriterium, 26

der Norm, 106 charakteristisches Polynom, 141
Abstand Cosinus, 71

zu einer Ebene, 110 Cosinus Hyperbolicus, 72
Addition Cosinus-Reihe, 32

von Vektoren, 99
Adhérenzpunkt, 38, 154 De L’Hospital
adjungierte Matrix, 144 1. Regel, 64
angeregter Zustand, 119 2. Regel, 64
Antisymmetrie, 14 Definitheit
Archimedes’ Axiom, 14 der Norm, 106
Area Cosinus Hyperbolicus, 73 des Skalarproduktes, 105
Area Sinus Hyperbolicus, 73 Definitheit (des Abstandes), 16
Area Tangens Hyperbolicus, 73 Definitionsbereich, 5
arithmetischer Vektorraum, 100 Dehnungsinvarianz (der Ordnung), 14
Arkuscosinus’ 72 Determinante, 127
Arkussinus, 72 Diagonalgestalt, 126
Arkustangens, 72 diagonalisierbar, 143
assoziativ, 6 Diagonalmatrix, 126
Assoziativgesetz Differentialgleichung

der Addition, 11 des mathematischen Pendels, 70

der Multiplikation, 12 Differentialquotient, 53

Differentiation

Basis, 103 von Potenzreihen, 57
Basiswechsel, 125 differenzierbar, 53
Basiswechselmatrix, 125 beliebig oft, 60
Bernoullische Ungleichung, 15 in einem Punkt, 53
beschrankt, 17, 149 in Richtung h, 159

(bei Folgen in R?), 150 unendlich oft, 60

nach oben, 17 Differenzierbarkeit

nach unten, 17 komplexer Funktionen, 94
bestimmte Divergenz, 41 von Kurven, 157
Beweis Dimension, 103

indirekter, 3 Dimensionsformel, 117
Bijektion, 6 Distributivgesetz, 12
bijektiv, 6 Divergenz
Bild, 5 bestimmte, 41
Bildmenge, 6 Dreiecksungleichung, 16, 106
Bilinearform allgemeine, 16

symmetrische, 146 verallgemeinerte, 16
Binomialkoeffizienten, 10 Durchschnitt, 4
Bisektionsverfahren, 43 beliebiger, 7
Bogenliange, 158

einer Kurve, 93 Ebene, 98, 100
Bolzano-Weierstra3, Satz von, 22 Eigenraum, 141
Boolesche Zahlen, 14 Eigenschaften
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der Determinanten, 127 reelle, 35

des Gradienten, 164 Funktionenfolge, 48

des Integrals, 173
Eigenwert, 140 Gauf3-Seidel-Verfahren, 134
Eindeutigkeit Gebiet, 150

der Losung eines LGS, 133 gemeinsame Verfeinerung, 76
Einheitsmatrix, 124 geometrische Reihe, 29, 32
Elementarfigur, 172 Gerade, 52, 100
Elementarfléiche, 78 Geradengleichung, 52
Ellipsoid, 140 gewohnliche Differentialgleichung, 70
entartet, 127 Gleichheit (von Abbildungen), 6
Entwickelbarkeit (in eine Taylorreihe), 68 gleichméBig
Entwicklungspunkt, 66 konvergent, 157
Entwicklungssatz (von Taylor), 66 gleichméBig stetig, 47
erste Ableitung, 60 gleichmafBige Konvergenz, 49
erzeugter Untervektorraum, 103 und Stetigkeit, 49
Existenz Gleichungssystem

der Losung eines LGS, 133 allgemeine Form, 131
Exponentialreihe, 32 lineares, 131
Extremstelle, 66 Grad

unter der Nebenbedingung, 170 eines Polynoms, 36
Extremum Gradient, 163

lokales, 66 Graph, 5
Extremwerrt, 167 Grenze
Extremwert, 66 obere, 17

untere, 17

Fakultét, 9 Grenzwert, 24
feinere Zerlegung, 76 bei vektorwertigen Funktionen, 154
Fliche, 153 von f(z) fiir z gegen ¢, 39
Flicheninhalt Grundzustand, 119

einer Kreisscheibe, 92
Folge Haufungspunkt, 22

in RP, 150 einer Menge, 38

von Funktionen, 48 Hohenlinie, 164
Folge der Teilsummen, 28 hohere Ableitung, 60
Folge, beschrinkte, 22 Hauptachsen
Folge, komplexe, 32 eines Tensors, 140
Folge, konvergente, 24 Hauptachsentransformation, 146
Folge, nach oben beschrinkte, 22 Hauptsatz
Folge, nach unten beschriinkte, 22 der Differential- und Integralrechnung, 85
Fourier-Reihe, 94 Hessematrix, 165
Fourierkoeffizienten, 95 Hessesche Normalenform, 110
Fourrierreihe, 51 Hilber-Schmidt-Norm, 148
Fundamentalssatz der Algebra, 142 Hintereinanderausfiihrung, 6, 37
Funktion homogen, 132

(streng) monoton fallende, 45 Homogenitét, absolute, 16

(streng) monoton wachsende, 45
konstante, 36

periodische, 94

rationale, 36

identische Abbildung, 7, 36
Identitdt von Lagrange, 109
Imaginérteil, 13
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Implikation, 2
implizit definiert, 169
Indikatorfunktion, 37
Induktion, vollstandige, 9
Induktionsanfang, 9
Induktionsaxiom, 8
Induktionsschritt, 9
Inegral, 78
Inegration
rationaler Funktionen, 88
Infimum, 17
inhomogen, 132
injektiv, 6
Integral, 173
iiber eine Menge, 175
oberes, 78
unteres, 78
von Treppenfunktionen, 77
Integration
durch Substitution, 88
iterierte, 175
komplexer Funktionen, 94
partielle, 87
von Potenzreihen, 89
Intervall
abgeschlossenes, 35
links abgeschlossen, rechts offen, 35
links offen, rechts abgeschlossen, 35
offenes, 35
Intervalladditivitit, 78
Intgral
oberes, 174
unteres, 174
inverse Matrix, 124
inverses Element,
additiv, 11
multiplikatives, 12
iterierte Integration, 175

Jakobi-Matrix, 161

Korper, 13
kanonische Parametrisierung, 158
kartesisches Produkt, 5
Kern, 116
Kettenregel, 55, 163
Kommutativgesetz

der Addition, 11

der Multiplikation, 12
kompakt, 149
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Komplement, 4
komplexe Folge, 32
komplexe Reihe, 32
komplexe Zahlen, 13
komplexer Vektor, 142
konjugiert komplexe Zahl, 13
konstante Funktion, 36
Konvergenz, 24
gleichmifige, 49
punktweise, 49
vektorwertiger Funktionen, 154
von Folgen in R?, 150
von Fourierreihen, 96
Konvergenz komplexer Zahlen, 32
Konvergenzkriterium von Cauchy, 26
Konvergenzradius, 31
konvex, 165
Koordinaten, 98
Koordinatentransformation, 153
Kreisumfang, 93
Kronnecker-Symbol, 124
Kugel, 149
Kugelkoordinaten, 154
Kurven (im RP), 153

Lénge
einer Kurve, 158
Losung
einer Differntialgleichung, 70
eines LGS, 131
Lagrange, Identitit von, 109
Lagrange-Multiplikatoren, 170
leere Menge, 4
LGS, 131
Limes, 24
Limes Inferior, 23
Limes Superior, 23
linear, 114
linear abhéngig, 102
linear unabhéngig, 102
lineare Evolution, 70
lineare Evolutionsgleichung, 70
linearer Teilraum, 103
lineares Gleichungssystem, 131
Linearitét
der Ableitung, 55
des Integrals, 80
Linearitaet
des Skalarproduktes, 105
Linearkombination, 103



Linkssystem, 127 orientiert, 127

Logarithmus naturalis, 46 negativ definit, 166

logisches Oder, 2 neutrales Element

logisches Und, 1 der Addition, 11

lokale der Multiplikation, 12
Maximalstelle, 167 Norm, 104
Minimalstelle, 167 normal, 144

lokales Normalenvektor, 110
Maximum, 167 Normalverteilung, 89
Minimum, 167 Nullfolge, 24

lokales Extremum, 66 Nullstellensatz

lokales Maximum, 66 fiir stetige Funktionen, 43

lokales Minimum, 66
oberes Integral, 78, 174

Mantelfliche Oberfliche
eines Rotationskérpers, 93 eines Rotationskorpers, 93
mathematisches Pendel, 70 offen, 149
Matrix, 118 zerlegbar, 150
adjungierte, 144 offenes Intervall, 35
einer Hintereinanderausfithrung, 122 Ordnung, 14
quadratische, 126 orthogonal, 106
transponierte, 144 orthogonale Matrix, 145
Matrixdarstellung, 118 Orthonormalbasis, 144
Matrixform Orthonormalsystem, 144
eines LGS, 132
Matrixnorm, 148 parallel, 102
Matrizenprodukt, 122 Parameterdarstellung, 110
Maximalstelle, 167 Parametrisierung, 158
unter der Nebenbedingung, 170 durch die Bogenlénge, 158
Maximum, 15, 167 kanonische, 158
lokales, 66 partielle Ableitung, 159
Menge, 3 partielle Integration, 87
Minimalstelle, 167 Pendel, 70
unter der Nebenbedingung, 170 Periode, 94
Minimum, 15, 167 periodische Funktion, 94
lokales, 66 Permutation, 10
Mittelwertsatz Pivot-Element, 134
der Integralrechnung, 85 Polarkoordinaten, 154
erster, 62 Polynom, 36
zweiter, 63 charakteristisches, 141
monoton, 27 trigonometrisches, 94
monoton fallend, 27 Polynomgrad, 36
monoton wachsend, 27 positiv definit, 146, 166
Monotonie Positivitét
bei Funktionen, 45 des Integrals, 80
Multiplikation positv
mit Skalaren, 99 orientiert, 127
Multiplikationssatz, 129 Potenz, 9
Potenzmenge, 7
negativ Potenzreihe, 31

192



Potenzreihen, 31 untere, 17

Produkt, 9 Schrankensatz, 165
eines Zeilen— m.e. Spaltenvektor, 120 Schwingungsgleichung, 70
von Funktionen, 36 Sekante, 52
zweier Matrizen, 122 selbstadjungiert, 144
Produktregel Signum, 128
Leibnitzsche, 55 Sinus, 71
Produktreihe, 31 Sinus Hyperbolicus, 72
Sinus-Reihe, 32
Quader Skalar, 99
p-dimensionaler, 172 skalares Vielfaches, 36
quadratische Matrix, 126 Skalarmultiplikation, 99
Quadrik, 140 Skalarprodukt, 105
Quotient slalare Funktion, 153
von Funktionen, 36 Spalte
Quotientenkriterium, 30 einer Matrix, 118
Quotientenregel, 56 Spaltenform
eines LGS, 132
Raflga 116 ) Spaltenrang, 138
rat1one.1,1e Function, 36 Spektrum, 140
Realteil, 13 Sphire, 111
Rechenregeln Spiegelung
fiir das Integral, 80 an einer Ebene, 111
fiir das Matrizenprodukt, 123 Stammfunktion, 85

fiir die Differentiation, 55
fiir Stetigkeit, 43
Rechtssystem, 107, 127

Steigung, 52
Stellungsvektor, 110

: stetig
reelle Funktion, 35 iiberall, 42
Reﬂex1v1tét, 14 differenzierbar, 159
Re1he,_28 . Stetigkeit, 42
trigonometrische, 50, 94 an der Stelle zq, 42
Re}hea geometrische, 29 auf abgeschlossenen beschriankten Interval-
Reihe, komplexe, 32 len, 47
Rekursion, 9 der Umkehrfunktion, 45

Rekursionsschritt, 9

> gleichmifige, 47
Restglied, 66

" ) komplexer Funktionen, 94
Richtungsableitung, 159 vektorwertiger Funktionen, 155
Rolle, Satz von, 62 von Potenzreihen, 50
Rotationskorper, 93 Streckung, 99
streng monoton fallend, 27
streng monoton wachsend, 27
Submultiplikativitit der Norm, 149
Summe, 9

von Funktionen, 36
Supremum, 17
Supremumsnorm, 68
surjektiv, 6
Symmetrie

des Skalarproduktes, 105

Satz
iiber die Umkehrfunktion, 168
iiber implizite Funktionen, 169
iiber lokale Extremwerte, 167
von Bolzano-Weierstraf, 151
von Schwarz, 160
von Taylor, 166

Satz von Rolle, 62

Schranke
obere, 17
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symmetrische Matrix, 145

Tangens, 58, 72
Tangente, 52
Tautologie, 3
Taylor

Satz von, 66
Taylorpolynom, 66
Taylorreihe, 68
Teilfolge, 28
Teilmatrix, 138
Teilmenge, 4
Teilraum

linearer, 103
Tensor, 140
total differenzierbar, 161
totale Ableitung, 161
Totalitét (der Ordnung), 14
Tréger, 174
Transformationsatz, 177
Transitivitat, 14
Translationsinvarianz (der Ordnung), 14
transponierte Matrix, 144
Treppenfunktion, 77, 173
Treppenfunktionen, 37
trigonometrische Reihe, 50, 94
trigonometrisches Polynom, 94

Umkehrabbildung, 7
Unendlich-Norm, 148
unendlichdimensional, 103
Unendliche Reihe, 28
unitér, 144
unteres Integral, 78, 174
Untervektoraum
erzeugter, 103
Untervektorraum, 100, 103
eindimensionaler, 100
zweidimensionaler, 100
Urbild, 5, 6

Vektor, 98

komplexer, 142
Vektoraddition, 99
Vektorfeld, 153
Vektorprodukt, 107
Vektorraum, 99

arithmetischer, 100
Vereinigung, 4

beliebige, 7
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Verfeinerung

gemeinsame, 76
Verneinung, 1
Vernichter, 119
Vertauschbarkeit

von Differentiation und Konvergenz, 90

von Limes und Integral, 83
Vertauschungssatz, 109
Vielfaches

skalares, 36
Vollstindigkeitsaxiom, 18
Volumen

p-dimensionales, 172

eines Rotationskorpers, 93
Vorzeichen

einer Permutation, 128

Wurzel, positive, 17
Wurzelkriterium, 30

Zeilenrang, 138
Zeilenvektor

einer Matrix, 120
Zerlegung, 75

feinere, 76
Zustand

angeregter, 119



